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第一章 概率论的基本概念 

考点 1：随机试验 

定义： 

1．可以在相同的条件下重复地进行. 

2．每次试验的可能结果不止一个,并且能事先明确试验的所有可能结果. 

3．进行一次试验之前不能确定哪一个结果会出现. 

在概率论中,我们将具有上述三个特点的试验称为随机试验。 

 

考点 2：样本空间 

定义：将随机试验 E 的所有可能结果组成的集合称为 E 的样本空间,记为 S；样本空间的元素,即

E 的每个结果,称为样本点。 

补充：对于随机试验,尽管在每次试验之前不能预知试验的结果,但试验的所有可能结果组成的集

合是已知的。 

 

考点 3：随机事件 

定义：试验 E 的样本空间 S 的子集为 E 的随机事件,简称事件。在每次试验中,当且仅当这一子集

中的一个样本点出现时,称这一事件发生. 

补充：由一个样本点组成的单点集,称为基本事件。 

样本空间 S 包含所有的样本点,它是 S 自身的子集,在每次试验中它总是发生的,S 称为必然事件。 

空集∅不包含任何样本点,它也作为样本空间的子集，它在每次试验中都不发生,∅称为不可能事件。 

 

考点 4：随机事件间的关系 

设试验𝐸的样本空间为𝑆, 而𝐴、𝐵、𝐴𝑘(𝑘 = 1,2, … )是𝑆的子集. 

定义： 

包含关系：若𝐴 ⊂ 𝐵,则称事件𝐵包含事件𝐴,这指的是事件𝐴发生必导致事件𝐵发生. 

相等关系：若𝐴 ⊂ 𝐵且𝐴 ⊃ 𝐵,即𝐴 = 𝐵, 则称事件𝐴与事件𝐵相等. 

互不相容：若事件𝐴 ∩ 𝐵 = ∅，则称事件 A 与 B 是互不相容的,或互斥的.这指的是事件 A 与事件

B 不能同时发生.基本事件是两两互不相容的． 

对立关系：若𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑆且𝐴 ∩ 𝐵 = ∅,则称事件 A 与事件 B 互为逆事件,又称事件 A 与事件 B 互为

对立事件.这指的是对每次试验而言,事件 A,B 中必有一个发生,且仅有一个发生.A 的对立事件记

为𝐴̅.𝐴̅ = 𝑆 − 𝐴. 
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考点 5：随机事件之间的运算 

定义： 

和事件：事件𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴或𝑥 ∈ 𝐵}称为事件 A 与事件 B 的和事件.当且仅当 A,B 中至少有一

个发生时,事件𝐴 ∪ 𝐵发生. 

类似地，称⋃ 𝐴𝑘
𝑛
𝑘=1 为𝑛个事件𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛的和事件；称⋃ 𝐴𝑘

∞
𝑘=1 为可列个事件𝐴1, 𝐴2, …的和事件。 

积事件：事件𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴且𝑥 ∈ 𝐵}称为事件 A 与事件 B 的积事件.当且仅当 A,B 同时发生时,

事件𝐴 ∩ 𝐵发生. 𝐴 ∩ 𝐵也记作𝐴𝐵. 

类似地，称⋂ 𝐴𝑘
𝑛
𝑘=1 为𝑛个事件𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛的积事件；称⋂ 𝐴𝑘

∞
𝑘=1 为可列个事件𝐴1, 𝐴2, …的积事件。 

差事件：事件𝐴 − 𝐵 = {𝑥|𝑥𝐴且𝑥𝐵}称为事件 A 与事件 B 的差事件.当且仅当 A 发生且 B 不发

生时事件𝐴 − 𝐵发生. 

 

考点 6：随机事件的运算律 

定义： 

交换律：𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴; 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴. 

结合律：𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶; 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶. 

分配律：𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶);  𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶). 

德摩根律：𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∩ 𝐵̅; 𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅. 

 

考点 7：频率 

定义：在相同的条件下,进行了𝑛次试验,在这𝑛次试验中,事件𝐴发生的次数𝑛𝐴称为事件𝐴发生的频

数.比值𝑛𝐴/𝑛称为事件 A 发生的频率,并记成𝑓𝑛(𝐴). 

频率具有下述基本性质: 

1．0≤𝑓𝑛(𝐴)≤1. 

2．𝑓𝑛(𝑆)=1. 

3．若𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘是两两互不相容的事件,则 

𝑓𝑛(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … ∪ 𝐴𝑘) = 𝑓𝑛(𝐴1) + 𝑓𝑛(𝐴2) + ⋯ + 𝑓𝑛(𝐴𝑘). 
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考点 8：概率 

定义：设 E 是随机试验，S 是它的样本空间. 对于 E 的每一事件 A 赋予一个实数，记为 P(A)，称

为事件 A 的概率，如果集合函数 P(·)满足下列条件: 

1．非负性：对于每一个事件 A，有 P(A)≥0. 

2．规范性：对于必然事件 S，有 P(S)=1. 

3．可列可加性：设𝐴1, 𝐴2, …是两两互不相容的事件，即对于𝐴𝑖𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1,2, …有 

𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … ) = 𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐴2) + ⋯ 

 

考点 9：概率的性质 

性质 1：概率规范性：𝑃(∅) = 0. 

性质 2：有限可加性：若𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛是两两互不相容的事件,则 

𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … ∪ 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐴2) + ⋯ + 𝑃(𝐴𝑛). 

性质 3：概率不等式：设 A,B 是两事件，若𝐴 ⊂ 𝐵,则有 

𝑃(𝐵 − 𝐴) = 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴), 

𝑃(𝐵) ≥ 𝑃(𝐴). 

对于任一事件 A， 

𝑃(𝐴) ≤ 1. 

性质 4：逆事件概率：对于任一事件 A， 

𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴). 

性质 5：加法公式：对于任意两事件 A,B，有 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴𝐵). 

性质 6：减法公式：对于任意两事件 A,B，有 

𝑃(𝐴𝐵̅) = 𝑃(𝐴 − 𝐵) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴𝐵). 

 

补充：加法公式推广到多个事件 

对于任意三个事件 A,B,C,则有 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) − 𝑃(𝐴𝐵) − 𝑃(𝐴𝐶) − 𝑃(𝐵𝐶) + 𝑃(𝐴𝐵𝐶). 
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考点 10：等可能模型（古典模型） 

定义：对于具有两个共同的特点的试验𝐸1, 𝐸2: 

1．试验的样本空间只包含有限个元素. 

2．试验中每个基本事件发生的可能性相同. 

具有以上两个特点的试验是大量存在的.这种试验称为等可能概型.它在概率论发展初期曾是主要

的研究对象,所以也称为古典概型. 

 

考点 11：等可能模型中事件概率 

定义：设试验的样本空间为𝑆 = {𝑒1, 𝑒2 , … , 𝑒𝑛}. 由于在试验中每个基本事件发生的可能性相同，即

有 

𝑃({𝑒1}) = 𝑃({𝑒2}) = ⋯ = 𝑃({𝑒𝑛})， 

又由于基本事件是两两互不相容的,于是 

1 = 𝑃(𝑆) = 𝑃({𝑒1} ∪ {𝑒2} … ∪ {𝑒𝑛}) = 𝑃({𝑒1}) + 𝑃({𝑒2}) + ⋯ + 𝑃({𝑒𝑛}) = 𝑛𝑃({𝑒𝑖}) 

𝑃({𝑒𝑖}) =
1

𝑛
，𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

若事件𝐴包含𝑘个基本事件,即𝐴 = {𝑒𝑖1
} ∪ {𝑒𝑖2

} … ∪ {𝑒𝑖𝑘
},这里𝑖1，𝑖2, … , 𝑖𝑘是1,2, … , 𝑛中某𝑘个不同的

数,则有 

𝑃(𝐴) = ∑ 𝑃({𝑒𝑖𝑗
})

𝑘

𝑗=1

=
𝑘

𝑛
=

𝐴包含的基本事件数

𝑆中基本事件的总数`
 

上式就是等可能概型中事件𝐴的概率的计算公式. 

 

考点 12：条件概率 

定义：设 A,B 是两个事件,且 P（A）>0,称 

𝑃(𝐵|𝐴) =
𝑃(𝐴𝐵)

𝑃(𝐴)
 

为在事件 A 发生的条件下事件 B 发生的条件概率. 

补充：条件概率𝑃(· |𝐴)符合概率定义中的三个条件,即 

1．非负性:对于每一事件 B,有𝑃(𝐵|𝐴) ≥ 0. 

2．规范性:对于必然事件 S,有𝑃(𝑆|𝐴) = 1. 

3．可列可加性:设𝐵1, 𝐵2, …是两两互不相容的事件,则有 

𝑃(⋃ 𝐵𝑖
∞
𝑖=1 |𝐴) = ∑ 𝑃(𝐵𝑖|𝐴)

∞

𝑖=1

. 
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考点 13：乘法公式 

定义：设𝑃(𝐴) > 0，则有 

𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐵|𝐴)𝑃(𝐴). 

上式称为乘法公式. 

补充 1：将上式推广到多个事件的积事件，设 A,B,C 为事件，且 P(AB)>0，则有 

𝑃(𝐴𝐵𝐶) = 𝑃(𝐶|𝐴𝐵)𝑃(𝐵|𝐴)𝑃(𝐴). 

补充 2：设𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛为多个事件，𝑛 ≥ 2，且𝑃(𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛−1) > 0，则有 

𝑃(𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴𝑛|𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛−1)𝑃(𝐴𝑛−1|𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛−2) ⋯ 𝑃(𝐴2|𝐴1)𝑃(𝐴1). 

 

考点 14：样本空间的划分 

定义：设𝑆为试验𝐸的样本空间,  为𝐸的一组事件. 若 

(i) 𝐵𝑖𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

(ii) 𝐵1 ∪ 𝐵2 ∪ … ∪ 𝐵𝑛 = 𝑆, 

则称 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛 为样本空间 S 的一个划分. 

补充：若𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛是样本空间的一个划分, 那么, 对每次试验, 事件𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛中必有一个且

仅有一个发生.  

 

考点 15：全概率公式 

定义：设试验 E 的样本空间为 S,A 为 E 的事件, 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛为 S 的一个划分,且𝑃(𝐵𝑖) >

0(𝑖 = 1,2, … , 𝑛),则 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n nP A P A B P B P A B P B P A B P B= + + +  

称为全概率公式. 

补充：在很多实际问题中 P(A)不易直接求得,但却容易找到 S 的一个划分𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛，且 𝑃(𝐵𝑖)

和 𝑃(𝐴|𝐵𝑖)或为已知,或容易求得,那么就可以全概率公式求出 P(A). 
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考点 16：贝叶斯公式 

定义：设试验 E 的样本空间为 S.A 为 E 的事件, 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑛为 S 的一个划分,且𝑃(𝐴) > 0,𝑃(𝐵𝑖) >

0(𝑖 = 1,2, … , 𝑛),则 

1

( ) ( )
( ) , 1, 2,..., .

( ) ( )

i i

i
n

j j

j

P A B P B
P B A i n

P A B P B
=

= =


 

称为贝叶斯公式. 

补充：当𝑛 = 2时，将𝐵1记为𝐵，此时𝐵2就是𝐵̅，那么全概率公式和贝叶斯公式分别成为 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴|𝐵)𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐴|𝐵̅)𝑃(𝐵̅) 

𝑃(𝐵|𝐴) =
𝑃(𝐴𝐵)

𝑃(𝐵)
=

𝑃(𝐴|𝐵)𝑃(𝐵)

𝑃(𝐴|𝐵)𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐴|𝐵̅)𝑃(𝐵̅)
 

，, 

考点 17：独立性 

定义：设 A,B 是两事件,如果满足等式 

𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) 

则称事件 A,B 相互独立,简称 A,B 独立. 

性质 1：若 P(A)>0,P(B)>0,则 A,B 相互独立与 A,B 互不相容不能同时成立. 

性质 2：设 A,B 是两事件,且𝑃(𝐴) > 0.若 A,B 相互独立,则𝑃(𝐵|𝐴) = 𝑃(𝐵).反之亦然. 

性质 3：若事件 A 与 B 相互独立,则下列各对事件也相互独立: 

A与B̅，A̅与B，A̅与B̅ 

补充：设 A,B,C 是三个事件，如果满足等式 

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),

P AB P A P B

P BC P B P C

P AC P A P C

P ABC P A P B P C

= 


= 


= 
= 

 

则称事件 A,B,C 相互独立。 

一般,设𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛是𝑛 (𝑛 ≥ 2)个事件,如果对于其中任意⒉个,任意 3 个…,任意𝑛个事件的积事

件的概率,都等于各事件概率之积,则称事件𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛相互独立. 
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第二章 随机变量及其分布 

考点 18：随机变量 

定义：设随机试验的样本空间为𝑆 = {𝑒}. 𝑋 = 𝑋(𝑒)是定义在样本空间 S 上的实值单值函数．称𝑋 =

𝑋(𝑒)为随机变量. 

一般以大写的字母如𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑊, …表示随机变量,而以小写字母工𝑥, 𝑦, 𝑧 , 𝑤, …表示实数． 

补充：随机变量的取值随试验的结果而定,而试验的各个结果出现有一定的概率，因而随机变量的

取值有一定的概率. 

 

考点 19：离散型随机变量 

定义：随机变量全部可能取到的值是有限个或可列无限多个,这种随机变量称为离散型随机变量． 

补充：设离散型随机变量𝑋所有可能取的值为𝑥𝑘 (𝑘 = 1,2, … ),𝑋取各个可能值的概率,即事件{𝑋 =

𝑥𝑘}的概率,为 

𝑃{𝑋 = 𝑥𝑘} = 𝑝𝑘 , 𝑘 = 1,2, … 

由概率的定义,𝑝𝑘满足如下两个条件: 

1．𝑝𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1,2, …  

2．∑ 𝑝𝑘
∞
𝑘=1 = 1. 

 

考点 20：0-1 分布 

定义：设随机变量 𝑋 只可能取 0 与 1 两个值, 它的分布律是 

𝑃{𝑋 = 𝑘} = 𝑝𝑘(1 − 𝑝)1−𝑘 ,  𝑘 = 0,1 (0 < 𝑝 < 1), 

则称 𝑋 服从以 𝑝 为参数的 (0 − 1) 分布或两点分布. 

( 0 − 1) 分布的分布律也可写成 

𝑋 0 1 

𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑝 

 

补充：对于一个随机试验, 如果它的样本空间只包含两个元素, 即 𝑆 = {𝑒1, 𝑒2}, 我们总能在 𝑆 上

定义一个服从 (0 − 1) 分布的随机变量 

𝑋 = 𝑋(𝑒) = {
0,当𝑒 = 𝑒1,

1,当𝑒 = 𝑒2

 

来描述这个随机试验的结果. 
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考点 21：伯努利试验、二项分布 

定义：设试验𝐸只有两个可能结果: 𝐴 及 𝐴‾, 则称 𝐸 为伯努利试验. 

设 𝑃(𝐴) = 𝑝(0 < 𝑝 < 1) , 此时 𝑃(𝐴‾) = 1 − 𝑝 . 将 𝐸  独立重复地进行 𝑛  次, 则称这一串重复的

独立试验为 𝑛 重伯努利试验. 

这里“重复”是指在每次试验中 𝑃(𝐴) = 𝑝 保持不变; “独立”是指各次试验的结果互不影响. 

补充：以 𝑋 表示 𝑛次试验中事件 𝐴 发生的次数, 𝑋 所有可能取的值为 0,1,2, ⋯ , 𝑛.若 

𝑃{𝑋 = 𝑘} = (
𝑛

𝑘
) 𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 ,  𝑘 = 0,1,2, ⋯ , 𝑛. 

称随机变量 𝑋 服从参数为 𝑛, 𝑝 的二项分布, 并记为 𝑋 ∼ 𝑏(𝑛, 𝑝). 

特别, 当 𝑛 = 1 时二项分布化为 

𝑃{𝑋 = 𝑘} = 𝑝𝑘𝑞1−𝑘,  𝑘 = 0,1. 

这就是 (0 − 1) 分布. 

 

考点 22：泊松分布 

定义：设随机变量 𝑋 所有可能取的值为 0,1,2, ⋯, 而取各个值的概率为 

𝑃{𝑋 = 𝑘} =
𝜆𝑘e−𝜆

𝑘!
, 𝑘 = 0,1,2, ⋯, 

其中 𝜆 > 0 是常数. 则称 𝑋 服从参数为 𝜆 的泊松分布, 记为 𝑋 ∼ 𝜋(𝜆). 

易知, 𝑃{𝑋 = 𝑘} ⩾ 0, 𝑘 = 0,1,2, ⋯, 且有 

∑  

∞

𝑘=0

𝑃{𝑋 = 𝑘} = ∑  

∞

𝑘=0

𝜆𝑘e−𝜆

𝑘!
= e−𝜆 ∑  

∞

𝑘=0

𝜆𝑘

𝑘!
= e−𝜆 ⋅ e𝜆 = 1. 

即 𝑃{𝑋 = 𝑘} 满足条件非负性和正则性. 

 

考点 23：泊松分布的二项近似 

定义：(泊松定理)设 𝜆 > 0  是一个常数, 𝑛  是任意正整数, 设 𝑛𝑝𝑛 = 𝜆 , 则对于任一固定的非负

整数 𝑘, 有 

lim
𝑛→∞

 (
𝑛

𝑘
) 𝑝𝑛

𝑘(1 − 𝑝𝑛)𝑛−𝑘 =
𝜆𝑘e−𝜆

𝑘!
. 

泊松定理表明当 𝑛 很大, 𝑝 很小 (𝑛𝑝 = 𝜆) 时有以下近似式 

(
𝑛

𝑘
) 𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 ≈

𝜆𝑘e−𝜆

𝑘!
 (其中𝜆 = 𝑛𝑝). 

也就是说以 𝑛, 𝑝 为参数的二项分布的概率值可以由参数为 𝜆 = 𝑛𝑝 的泊松分布的概率值近似. 
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考点 24：超几何分布 

定义：设有 𝑁  件产品, 其中有 𝑀  件不合格品. 若从中不放回地随机抽取 𝑛  件. 则其中含有的

不合格品的件数 𝑋  服从超几何分布, 记为 𝑋 ∼ ℎ(𝑛, 𝑁, 𝑀) . 超几何分布的概率分布列为 (见第

一章中例 1.2.3) 

𝑃(𝑋 = 𝑘) =
(𝑀

𝑘
)(𝑁−𝑀

𝑛−𝑘
)

(𝑁
𝑛

)
, 𝑘 = 0,1, ⋯ , 𝑟. 

其中 𝑟 = min{𝑀, 𝑛}, 且 𝑀 ⩽ 𝑁, 𝑛 ⩽ 𝑁, 𝑛, 𝑁, 𝑀 均为正整数. 

补充：超几何分布的二项近似 

当 𝑛 ≪ 𝑁  时,即抽取个数 𝑛  远小于产品总数 𝑁  时,每次抽取后, 总体中的不合格品率 𝑝 =

𝑀/𝑁 改变甚微, 所以不放回抽样可近似地看成放回抽样, 这时超几何分布可用二项分布近似: 

(𝑀
𝑘

)(𝑁−𝑀
𝑛−𝑘

)

(𝑁
𝑛

)
≅ (

𝑛

𝑘
) 𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 , 其中𝑝 =

𝑀

𝑁
. 

 

考点 25：几何分布 

定义：在伯努利试验序列中, 记每次试验中事件 𝐴  发生的概率为 𝑝 , 如果 𝑋  为事件 𝐴  首次出

现时的试验次数, 则 𝑋  的可能取值为 1,2, ⋯ , 称 𝑋  服从几何分布, 记为 𝑋 ∼ Ge (𝑝) , 其分布列

为 

𝑃(𝑋 = 𝑘) = (1 − 𝑝)𝑘−1𝑝, 𝑘 = 1,2, ⋯ .   

补充：几何分布的无记忆性 

设 𝑋 ∼ 𝐺𝑒(𝑝), 则对任意正整数 𝑚 与 𝑛 有 

𝑃(𝑋 > 𝑚 + 𝑛 ∣ 𝑋 > 𝑚) = 𝑃(𝑋 > 𝑛). 

这表明: 在前 𝑚  次试验中 𝐴  没有出现的条件下,则在接下去的 𝑛  次试验中 𝐴仍未出现的概率

只与 𝑛 有关, 而与以前的 𝑚 次试验无关. 
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考点 26：随机变量的分布函数 

定义：设 𝑋 是一个随机变量, 𝑥 是任意实数, 函数 

𝐹(𝑥) = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥}, −∞ < 𝑥 < ∞ 

称为 𝑋 的分布函数. 

对于任意实数 𝑥1, 𝑥2(𝑥1 < 𝑥2), 有 

𝑃{𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2} = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥2} − 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥1} = 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥1), 

因此, 若已知 𝑋 的分布函数, 就知道 𝑋 落在任一区间 (𝑥1, 𝑥2 ]上的概率. 

 

考点 27：分布函数的性质 

1.非负性.对于任意实数 𝑥1, 𝑥2(𝑥1 < 𝑥2), 有 

𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥1) = 𝑃{𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2} ⩾ 0. 

2.有界性. 0 ⩽ 𝐹(𝑥) ⩽ 1, 且 

𝐹(−∞) = lim
𝑥→−∞

 𝐹(𝑥) = 0,  𝐹(∞) = lim
𝑥→∞

 𝐹(𝑥) = 1. 

3.右连续. 𝐹(𝑥 + 0) = 𝐹(𝑥). 

补充：满足上述三条件，必是某随机变量的分布函数. 

 

考点 28：连续性随机变量 

定义：对于随机变量 𝑋 的分布函数 𝐹(𝑥), 存在非负可积函数 𝑓(𝑥), 使对于任意实数 𝑥 有 

𝐹(𝑥) = ∫  
𝑥

−∞

𝑓(𝑡)d𝑡, 

则称 𝑋 为连续型随机变量, 𝑓(𝑥) 称为 𝑋 的概率密度函数, 简称概率密度  

补充：连续型随机变量的分布函数是连续函数. 

 

考点 29：概率密度性质 

定义： 

1.𝑓(𝑥) ⩾ 0. 

2.∫
−∞

∞
 𝑓(𝑥)d𝑥 = 1. 

3.对于任意实数 𝑥1, 𝑥2(𝑥1 ⩽ 𝑥2), 

𝑃{𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2} = 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥1) = ∫  
𝑥2

𝑥1

𝑓(𝑥)d𝑥. 

4.若 𝑓(𝑥) 在点 𝑥 处连续, 则有 F′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 
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补充：若 𝑓(𝑥) 具备性质 1、2，引入𝐺(𝑥) = ∫  
𝑥

−∞
𝑓(𝑡)d𝑡，它是某一随机变量 𝑋 的分布函数, 𝑓(𝑥) 

是 𝑋 的概率密度. 

连续性随机变量取任一指定实数值 𝑎  的概率均为 0 , 即 𝑃{𝑋 = 𝑎} = 0 . 事件 {𝑋 = 𝑎}  并非不

可能事件 , 但有  𝑃{𝑋 = 𝑎} = 0 . 这就是说 ,若  𝐴  是不可能事件 , 则有  𝑃(𝐴) = 0 ; 反之 , 若 

𝑃(𝐴) = 0,并不一定意味着 𝐴 是不可能事件. 

随机变量 𝑋 的“概率分布”时，指的是它的分布函数;或者, 当 𝑋 是连续型随机变量时, 指的是它

的概率密度, 当 𝑋 是离散型随机变量时,指的是它的分布律. 

 

考点 30：均匀分布 

定义：若连续型随机变量 𝑋 具有概率密度 

𝑓(𝑥) = {

1

𝑏 − 𝑎
, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏,

0, 其他,

 

则称 𝑋 在区间 (𝑎, 𝑏) 上服从均匀分布, 记为 𝑋 ∼ 𝑈(𝑎, 𝑏). 

补充：在区间 (𝑎, 𝑏) 上服从均匀分布的随机变量 𝑋, 落在区间 (𝑎, 𝑏) 中任意等长度的子区间内

的可能性是相同的. 或者说落在(𝑎, 𝑏)  的子区间内的概率只依赖于子区间的长度而与子区间的位

置无关. 

 

考点 31：指数分布 

定义：若连续型随机变量 𝑋 的概率密度为 

𝑓(𝑥) = {

1

𝜃
e−𝑥/𝜃 , 𝑥 > 0,

0, 其他,

 

其中 𝜃 > 0 为常数,则称 𝑋 服从参数为 𝜃 的指数分布. 

随机变量𝑋 的分布函数为 

𝐹(𝑥) = {
1 − e−𝑥/𝜃 , 𝑥 > 0,

0, 其他.
 

服从指数分布的随机变量 𝑋 具有以下有趣的性质: 

补充：指数分布的无记忆性 

对于任意 𝑠, 𝑡 > 0, 有 

𝑃{𝑋 > 𝑠 + 𝑡 ∣ 𝑋 > 𝑠} = 𝑃{𝑋 > 𝑡}. 

如果 𝑋  是某一元件的寿命, 𝑋 服从指数分布，则在元件已使用了 𝑠 h的条件下, 它总共能使用至

少 (𝑠 + 𝑡)h 的条件概率, 与从开始使用时算起它至少能使用 𝑡 h 的概率相等. 
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考点 32：正态分布 

定义：若连续型随机变量 𝑋 的概率密度为 

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
e

−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 ,  − ∞ < 𝑥 < ∞, 

其中 𝜇, 𝜎(𝜎 > 0) 为常数, 则称 𝑋 服从参数为 𝜇, 𝜎 的正态分布或高斯分布, 记为 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2). 

补充： 

1.曲线关于 𝑥 = 𝜇 对称. 这表明对于任意 ℎ > 0  

𝑃{𝜇 − ℎ < 𝑋 ⩽ 𝜇} = 𝑃{𝜇 < 𝑋 ⩽ 𝜇 + ℎ}. 

 

2.当 𝑥 = 𝜇 时取到最大值，此时 

𝑓(𝜇) =
1

√2𝜋𝜎
. 

3.在 𝑥 = 𝜇 ± 𝜎 处曲线有拐点. 曲线以 𝑂𝑥 轴为渐近线. 

4.如果固定 𝜎, 改变 𝜇 的值, 则图形沿着 𝑂𝑥 轴平移, 而不改变其形状，可见正态分布的概率密

度曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的位置完全由参数 𝜇 所确定. 𝜇称为位置参数. 

如果固定 𝜇, 改变 𝜎, 由于最大值 𝑓(𝜇) =
1

√2𝜋𝜎
, 可知当 𝜎 越小时图形变得越尖。 

 

考点 33：标准正态分布 

定义：正态分布中，当 𝜇 = 0, 𝜎 = 1 时称随机变量 𝑋 服从标准正态分布. 其概率密度和分布函

数分别用 𝜑(𝑥), Φ(𝑥) 表示, 即有 

𝜑(𝑥) =
1

√2𝜋
e−𝑥2/2,

Φ(𝑥) =
1

√2𝜋
∫  

𝑥

−∞

 e−𝑡2/2 d𝑡.

 

 

补充 1：Φ(−𝑥) = 1 − Φ(𝑥). 

补充 2：若随机变量 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2), 则 𝑍 =
𝑋−𝜇

𝜎
∼ 𝑁(0,1). 

若随机变量 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2), 则它的分布函数 𝐹(𝑥) 可写成 

 

𝐹(𝑥) = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥} = 𝑃 {
𝑋 − 𝜇

𝜎
⩽

𝑥 − 𝜇

𝜎
} = Φ (

𝑥 − 𝜇

𝜎
). 

对于任意区间 (𝑥1, 𝑥2], 有 
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𝑃{𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2} = 𝑃 {
𝑥1 − 𝜇

𝜎
<

𝑋 − 𝜇

𝜎
⩽

𝑥2 − 𝜇

𝜎
}

 = Φ (
𝑥2 − 𝜇

𝜎
) − Φ (

𝑥1 − 𝜇

𝜎
) .

 

 

考点 34：上 𝛂 分位数 

定义：设 𝑋 ∼ 𝑁(0,1), 若 𝑧𝛼 满足条件 

𝑃{𝑋 > 𝑧𝛼} = 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, 

则称 𝑧𝛼 为标准正态分布的上 𝛼 分位数. 

补充：下面列出了几个常用的 𝑧𝛼 的值: 

𝛼 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10 

𝑧𝜎 3.090 2.576 2.326 1.960 1.645 1.282 

 

由 𝜑(𝑥) 图形的对称性知道 𝑧1−𝛼 = −𝑧𝑎. 

 

考点 35：随机变量的函数的分布——𝒈(⋅) 是严格单调函数的情况 

定义：设随机变量  𝑋  具有概率密度  𝑓𝑋(𝑥), −∞ < 𝑥 < ∞ , 又设函数 𝑔(𝑥)  处处可导且恒有 

g′(𝑥) > 0 (或恒有 g′(𝑥) < 0 ), 则 𝑌 = 𝑔(𝑋) 是连续型随机变量,其概率密度为 

𝑓𝑌(𝑦) = {
𝑓𝑋[ℎ(𝑦)]|h′(𝑦)|, 𝛼 < 𝑦 < 𝛽

0, 其他,
 

其中 𝛼 = min{𝑔(−∞), 𝑔(∞)}, 𝛽 = max{𝑔(−∞), 𝑔(∞)}, ℎ(𝑦) 是 𝑔(𝑥) 的反函数. 
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第三章 多维随机变量及其分布 

考点 36：二维随机变量 

定义：设 𝐸 是一个随机试验, 它的样本空间是 𝑆 = {𝑒}, 设 𝑋 = 𝑋(𝑒) 和 𝑌 = 𝑌(𝑒) 是定义在 𝑆

上的随机变量, 由它们构成的一个向量 (𝑋, 𝑌),叫做二维随机向量或二维随机变量. 

 

考点 37：二维随机变量的分布函数 

定义：设 (𝑋, 𝑌) 是二维随机变量, 对于任意实数 𝑥, 𝑦, 二元函数: 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑃{(𝑋 ⩽ 𝑥) ∩ (𝑌 ⩽ 𝑦)} =
记成

𝑃𝑋 ⩽ 𝑥, 𝑌 ⩽ 𝑦} 

称为二维随机变量 (𝑋, 𝑌) 的分布函数, 或称为随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合分布函数. 

 

考点 38：二维随机变量的分布函数的基本性质 

定义： 

1.单调性 

𝐹(𝑥, 𝑦)  是变量 𝑥  和 𝑦  的不减函数, 即对于任意固定的 𝑦 , 当 𝑥2 > 𝑥1  时 𝐹(𝑥2, 𝑦) ⩾ 𝐹(𝑥1, 𝑦) ; 

对于任意固定的 𝑥, 当 𝑦2 > 𝑦1 时 𝐹(𝑥, 𝑦2) ⩾ 𝐹(𝑥, 𝑦1). 

2.有界性 

0 ⩽ 𝐹(𝑥, 𝑦) ⩽ 1, 且 

对于任意固定的 𝑦, 𝐹(−∞, 𝑦) = 0, 

对于任意固定的 𝑥, 𝐹(𝑥, −∞) = 0, 

𝐹(−∞, −∞) = 0, 𝐹(∞, ∞) = 1. 

3.右连续性 

𝐹(𝑥 + 0, 𝑦) = 𝐹(𝑥, 𝑦), 𝐹(𝑥, 𝑦 + 0) = 𝐹(𝑥, 𝑦), 即 𝐹(𝑥, 𝑦) 关于 𝑥 右连续,关于 𝑦 也右连续. 

4.非负性 

对于任意 (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), 𝑥1 < 𝑥2, 𝑦1 < 𝑦2, 下述不等式成立: 

𝐹(𝑥2, 𝑦2) − 𝐹(𝑥2, 𝑦1) + 𝐹(𝑥1, 𝑦1) − 𝐹(𝑥1, 𝑦2) ⩾ 0. 
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考点 39：二维离散型随机变量 

定义：如果二维随机变量 (𝑋, 𝑌) 全部可能取到的值是有限对或可列无限多对, 则称 (𝑋, 𝑌) 是二

维离散型随机变量. 

补充：设二维离散型随机变量 (𝑋, 𝑌)  所有可能取的值为 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 记 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 =

𝑦𝑗} = 𝑝𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯, 则由概率的定义有 

𝑝𝑖𝑗 ⩾ 0,  ∑  

∞

𝑖=1

∑  

∞

𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 = 1. 

称 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗} = 𝑝𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯  为二维离散型随机变量 (𝑋, 𝑌)  的分布律, 或称为随机变

量 𝑋 和 𝑌 的联合分布律. 

用表格来表示 𝑋 和 𝑌 的联合分布律. 

 

 

Y 

X 

𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑖 ⋯ 

𝑦1 𝑝11 𝑝21 ⋯ 𝑝𝑖1 ⋯ 

𝑦2 𝑝12 𝑝22 ⋯ 𝑝𝑖2 ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮  ⋮  

𝑦𝑗 𝑝1𝑗 𝑝2𝑗 ⋯ 𝑝𝑖𝑗 ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮  ⋮  

 

考点 40：二维连续型随机变量 

定义：对于二维随机变量 (𝑋, 𝑌) 的分布函数 𝐹(𝑥, 𝑦), 如果存在非负可积函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 使对于任

意 𝑥, 𝑦 有 

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫  
𝑦

−∞

∫  
𝑥

−∞

𝑓(𝑢, 𝑣)d𝑢 d𝑣, 

则称 (𝑋, 𝑌) 是二维连续型随机变量, 函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 称为二维连续型随机变量 (𝑋, 𝑌) 的概率密度,

或称为随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合概率密度. 

补充：概率密度 𝑓(𝑥, 𝑦) 具有以下性质: 

1.𝑓(𝑥, 𝑦) ⩾ 0. 

2.∫
−∞

∞
 ∫

−∞

∞
 𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥 d𝑦 = 𝐹(∞, ∞) = 1. 
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3.设 𝐺 是 𝑥𝑂𝑦 平面上的区域, 点 (𝑋, 𝑌) 落在 𝐺 内的概率为 

𝑃{(𝑋, 𝑌) ∈ 𝐺} = ∬  
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥 d𝑦. 

4. 若 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥, 𝑦) 连续, 则有 

∂2𝐹(𝑥, 𝑦)

∂𝑥 ∂𝑦
= 𝑓(𝑥, 𝑦). 

 

考点 41：二维均匀分布 

定义：设 𝐷  为 𝐑𝑛  中的一个有界区域, 其度量(平面的为面积, 空间的为体积等)为 𝑆𝐷 , 如果多

维随机变量 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 的联合密度函数为 

𝑝(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) = {

1

𝑆𝐷
, (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷,

0,  其他. 

 

则称 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 服从 𝐷 上的多维均匀分布, 记为 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) ∼ 𝑈(𝐷). 

补充：二维均匀分布所描述的随机现象就是向平面区域 𝐷  中随机投点,如果该点坐标 (𝑋, 𝑌)  落

在 𝐷  的子区域 𝐺  中的概率只与 𝐺  的面积有关, 而与 𝐺  的位置无关, 即为几何概率. 现由二

维均匀分布来描述, 则 

𝑃((𝑋, 𝑌) ∈ 𝐺) = ∭  
𝐺

𝑝(𝑥, 𝑦)d𝑥 d𝑦 = ∬  
𝐺

1

𝑆𝐷
 d𝑥 d𝑦 =

𝐺的面积

𝐷的面积
. 

 

考点 42：二维正态分布 

定义：若二维随机变量 (𝑋, 𝑌) 的联合密度函数为 

𝑝(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋𝜎1𝜎2√1 − 𝜌2
exp {−

1

2(1 − 𝜌2)
[
(𝑥 − 𝜇1)2

𝜎1
2

−2𝜌
(𝑥 − 𝜇1)(𝑦 − 𝜇2)

𝜎1𝜎2
+

(𝑦 − 𝜇2)2

𝜎2
2 ]} , −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞,

 

则称 (𝑋, 𝑌)  服从二元正态分布, 记为 (𝑋, 𝑌) ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎1
2, 𝜎2

2, 𝜌) . 其中五个参数的取值范围分

别是 

−∞ < 𝜇1, 𝜇2 < ∞,  𝜎1, 𝜎2 > 0,  − 1 ⩽ 𝜌 ⩽ 1. 

其中 𝜇1, 𝜇2  分别是 𝑋  与 𝑌  的均值, 𝜎1
2, 𝜎2

2  分别是 𝑋  与 𝑌  的方差, 𝜌  是 𝑋  与 𝑌  的相关系

数. 
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考点 43：n 维随机变量及其分布 

定义：设 𝐸  是一个随机试验, 它的样本空间是 𝑆 = {𝑒} , 设 𝑋1 = 𝑋1(𝑒) ,𝑋2 = 𝑋2(𝑒), ⋯ , 𝑋𝑛 =

𝑋𝑛(𝑒)  是定义在 𝑆  上的随机变量, 由它们构成的一个 𝑛  维向量 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛)  称为 𝑛  维随机

向量或 𝒏 维随机变量. 

补充：对于任意 𝑛 个实数 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛, 𝑛 元函数 

𝐹(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) = 𝑃{𝑋1 ⩽ 𝑥1, 𝑋2 ⩽ 𝑥2, ⋯ , 𝑋𝑛 ⩽ 𝑥𝑛} 

称为 𝑛  维随机变量 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛)  的分布函数或随机变量 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛  的联合分布函数. 它

具有类似于二维随机变量的分布函数的性质. 

 

考点 44：边缘分布函数 

定义：二维随机变量 (𝑋, 𝑌)分布函数记为 𝐹(𝑥, 𝑦) . 随机变量 𝑋  和 𝑌  各自的分布函数分别记为 

𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌(𝑦) , 依次称为二维随机变量 (𝑋, 𝑌)  关于 𝑋  和关于 𝑌  的边缘分布函数. 边缘分布函数

可以由 (𝑋, 𝑌) 的分布函数 𝐹(𝑥, 𝑦) 所确定,  

𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥} = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥, 𝑌 < ∞} = 𝐹(𝑥, ∞), 

即 

𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹(𝑥, ∞). 

就是说, 只要在函数 𝐹(𝑥, 𝑦) 中令 𝑦 → ∞ 就能得到 𝐹𝑋(𝑥).  

同理 

𝐹𝑌(𝑦) = 𝐹(∞, 𝑦). 

 

考点 45：二维离散型随机变量的边缘分布函数 

定义：对于离散型随机变量 (𝑋, 𝑌)， 𝑋 的分布律为 

𝑝𝑖⋅ = 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖} = ∑  

∞

𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 ,  𝑖 = 1,2, ⋯. 

同样, 𝑌 的分布律为 

𝑝⋅𝑗 = 𝑃{𝑌 = 𝑦𝑗} = ∑  

∞

𝑖=1

𝑝𝑖𝑗 ,  𝑗 = 1,2, ⋯ 

分别称 𝑝𝑖 . (𝑖 = 1,2, ⋯ ) 和 𝑝 ·𝑗(𝑗 = 1,2, ⋯ ) 为 (𝑋, 𝑌) 关于 𝑋 和关于 𝑌 的边缘分布律. 
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考点 46：二维连续型随机变量的边缘分布函数 

定义：对于连续型随机变量 (𝑋, 𝑌), 设它的概率密度为 𝑓(𝑥, 𝑦), 由于 

𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹(𝑥, ∞) = ∫  
𝑥

−∞

[∫  
∞

−∞

 𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑦] d𝑥, 

 𝑋 是一个连续型随机变量, 且其概率密度为 

𝑓𝑋(𝑥) = ∫  
∞

−∞

𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑦. 

同样, 𝑌 也是一个连续型随机变量, 其概率密度为 

𝑓𝑌(𝑦) = ∫  
∞

−∞

𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥. 

分别称 𝑓𝑋(𝑥), 𝑓𝑌(𝑦) 为 (𝑋, 𝑌) 关于 𝑋 和关于 𝑌 的边缘概率密度. 

 

考点 47：二维离散型随机变量的条件分布 

定义：设 (𝑋, 𝑌) 是二维离散型随机变量, 对于固定的 𝑗, 若 𝑃{𝑌 = 𝑦𝑗} > 0,则称 

𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 ∣ 𝑌 = 𝑦𝑗} =
𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗}

𝑃{𝑌 = 𝑦𝑗}
=

𝑝𝑖𝑗

𝑝⋅𝑗
,  𝑖 = 1,2, ⋯ 

为在 𝑌 = 𝑦𝑗 条件下随机变量 𝑋 的条件分布律. 

同样, 对于固定的 𝑖, 若 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖} > 0, 则称 

𝑃{𝑌 = 𝑦𝑗 ∣ 𝑋 = 𝑥𝑖} =
𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗}

𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖}
=

𝑝𝑖𝑗

𝑝𝑖 .
,  𝑗 = 1,2, ⋯ 

为在 𝑋 = 𝑥𝑖 条件下随机变量 𝑌 的条件分布律. 

补充： 

1.P{𝑋 = 𝑥𝑖 ∣ 𝑌 = 𝑦𝑗} ⩾ 0. 

2. ∑  ∞
𝑖=1  𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 ∣ 𝑌 = 𝑦𝑗} = ∑  ∞

𝑖=1  
𝑝𝑖𝑗

𝑝⋅𝑗
=

1

𝑝⋅𝑗
∑  ∞

𝑖=1  𝑝𝑖𝑗 =
𝑝⋅𝑗

𝑝⋅𝑗
= 1. 

 

考点 48：二维连续型随机变量的条件分布 

定义：设二维随机变量 (𝑋, 𝑌)  的概率密度为 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑋, 𝑌)  关于 𝑌  的边缘概率密度为 𝑓𝑌(𝑦) . 

若对于固定的 𝑦, 𝑓𝑌(𝑦) > 0, 则称 
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
 为在 𝑌 = 𝑦 的条件下 𝑋 的条件概率密度,记为 

𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦) =
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
. 

称 

∫
−∞

𝑥
 𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦)d𝑥 = ∫

−∞

𝑥
 
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
d𝑥 

为在 𝑌 = 𝑦 的条件下 𝑋 的条件分布函数,记为 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥 ∣ 𝑌 = 𝑦} 或 𝐹𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦). 

类似地, 可以定义 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) =
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
 和 𝐹𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = ∫

−∞

𝑦
 
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
d𝑦. 
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考点 49：随机变量之间的独立性 

定义：设 𝐹(𝑥, 𝑦)  及 𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌(𝑦)  分别是二维随机变量 (𝑋, 𝑌)  的分布函数及边缘分布函数. 若

对于所有 𝑥, 𝑦 有 

𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥, 𝑌 ⩽ 𝑦} = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥}𝑃{𝑌 ⩽ 𝑦}, 

即 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌(𝑦), 

则称随机变量 𝑋 和 𝑌 是相互独立的. 

补充 1：设 (𝑋, 𝑌) 是连续型随机变量, 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑋(𝑥), 𝑓𝑌(𝑦) 分别为 (𝑋, 𝑌) 的概率密度和边缘概率

密度, 则 𝑋 和 𝑌 相互独立的条件等价于: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦) 

补充 2：当 (𝑋, 𝑌) 是离散型随机变量时, 𝑋 和 𝑌 相互独立的条件等价于: 对于 (𝑋, 𝑌) 的所有可

能取的值 (𝑥𝑖，𝑦𝑗) 有 

𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖，𝑌 = 𝑦𝑗} = 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖}𝑃{𝑌 = 𝑦𝑗}. 

补充 3：对于二维正态随机变量(X, Y),X和Y相互独立的充要条件是参数𝛒 = 𝟎(ρ为相关系数). 

补充 4：设  (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑚)  和  (𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑛)  相互独立 , 则  𝑋𝑖(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚)  和  𝑌𝑗(𝑗 =

1,2, ⋯ , 𝑛) 相互独立. 又若 ℎ, 𝑔 是连续函数, 则 ℎ(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑚) 和 𝑔(𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑛) 相互独立. 

 

考点 50：两个随机变量的函数的分布——𝐙 = 𝐗 + 𝐘 的分布 

定义：设 (𝑋, 𝑌) 是二维连续型随机变量, 它具有概率密度 𝑓(𝑥, 𝑦). 则 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 仍为连续型随

机变量, 其概率密度为 

𝑓𝑋+𝑌(𝑧) = ∫  
∞

−∞

𝑓(𝑧 − 𝑦, 𝑦)d𝑦, 

或 

𝑓𝑋+𝑌(𝑧) = ∫  
∞

−∞

𝑓(𝑥, 𝑧 − 𝑥)d𝑥. 

又若 𝑋 和 𝑌 相互独立, 设 (𝑋, 𝑌) 关于 𝑋, 𝑌 的边缘概率密度分别为 𝑓𝑋(𝑥), 𝑓𝑌(𝑦), 则  

𝑓𝑋+𝑌(𝑧) = ∫  
∞

−∞

𝑓𝑋(𝑧 − 𝑦)𝑓𝑌(𝑦)d𝑦 

和 

𝑓𝑋+𝑌(𝑧) = ∫  
∞

−∞

𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑧 − 𝑥)d𝑥. 

这两个公式称为 𝑓𝑋 和 𝑓𝑌 的卷积公式, 记为 𝑓𝑋 ∗ 𝑓𝑌, 即 
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𝑓𝑋 ∗ 𝑓𝑌 = ∫  
∞

−∞

𝑓𝑋(𝑧 − 𝑦)𝑓𝑌(𝑦)d𝑦 = ∫  
∞

−∞

𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑧 − 𝑥)d𝑥. 

补充：设 𝑋, 𝑌 相互独立且 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜎1
2), 𝑌 ∼ 𝑁(𝜇2, 𝜎2

2). 则 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 仍然服从正态分布,且有 

𝑍 ∼ 𝑁(𝜇1 + 𝜇2, 𝜎1
2 + 𝜎2

2).  

 𝑛  个独立正态随机变量之和的情况. 即若 𝑋𝑖 ∼ 𝑁(𝜇𝑖 , 𝜎𝑖
2)(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛) , 且它们相互独立, 则它

们的和  𝑍 = 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛  仍然服从正态分布 , 且有  𝑍 ∼ 𝑁(𝜇1 + 𝜇2 + ⋯ + 𝜇𝑛, 𝜎1
2 + 𝜎2

2 +

⋯ + 𝜎𝑛
2). 

更一般地,有限个相互独立的正态随机变量的线性组合仍然服从正态分布. 

 

考点 51：两个随机变量的函数的分布——𝐙 =
𝐘

𝐗
 的分布、 𝐙 = 𝐗𝐘 的分布 

定义：设 (𝑋, 𝑌) 是二维连续型随机变量, 它具有概率密度 𝑓(𝑥, 𝑦), 则 𝑍 =
𝑌

𝑋
, 𝑍 = 𝑋𝑌 仍为连续

型随机变量, 其概率密度分别为 

𝑓𝑌/𝑋(𝑧) = ∫  
∞

−∞

  |𝑥|𝑓(𝑥, 𝑥𝑧)d𝑥,

𝑓𝑋𝑌(𝑧) = ∫  
∞

−∞

 
1

|𝑥|
𝑓 (𝑥,

𝑧

𝑥
) d𝑥.

 

又若 𝑋 和 𝑌 相互独立. 设 (𝑋, 𝑌) 关于 𝑋, 𝑌 的边缘概率密度分别为 𝑓𝑋(𝑥), 𝑓𝑌(𝑦), 则 

𝑓𝑌/𝑋(𝑧) = ∫  
∞

−∞

|𝑥|𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑥𝑧)d𝑥. 

𝑓𝑋𝑌(𝑧) = ∫  
∞

−∞

1

|𝑥|
𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (

𝑧

𝑥
) d𝑥. 

 

考点 52：两个随机变量的函数的分布——𝐌 = 𝐦𝐚𝐱{𝐗, 𝐘} 及 𝐍 = 𝐦𝐢𝐧{𝐗, 𝐘} 的分布 

定义：设 𝑋, 𝑌 是两个相互独立的随机变量, 它们的分布函数分别为 𝐹𝑋(𝑥) 和𝐹𝑌(𝑦). 

由于 𝑋 和 𝑌 相互独立, 得到 𝑀 = max{𝑋, 𝑌} 的分布函数为 

𝐹max(𝑧) = 𝑃{𝑀 ⩽ 𝑧} = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑧, 𝑌 ⩽ 𝑧} = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑧}𝑃{𝑌 ⩽ 𝑧} = 𝐹𝑋(𝑧)𝐹𝑌(𝑧).. 

𝑁 = min{𝑋, 𝑌} 的分布函数为 

𝐹min(𝑧) = 𝑃{𝑁 ⩽ 𝑧} = 1 − 𝑃{𝑁 > 𝑧}

 = 1 − 𝑃{𝑋 > 𝑧, 𝑌 > 𝑧} = 1 − 𝑃{𝑋 > 𝑧}𝑃{𝑌 > 𝑧}.

= 1 − [1 − 𝐹𝑋(𝑧)][1 − 𝐹𝑌(𝑧)].

 

补充：推广到 𝑛  个相互独立的随机变量的情况. 设 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛  是 𝑛  个相互独立的随机变量. 

它 们 的 分 布 函 数 分 别 为  𝐹𝑋𝑖
(𝑥𝑖)(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛) , 则  𝑀 = max{𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛}  及  𝑁 =

min{𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛} 的分布函数分别为 

𝐹max(𝑧) = 𝐹𝑋1
(𝑧)𝐹𝑋2

(𝑧) ⋯ 𝐹𝑋𝑛
(𝑧),

𝐹min(𝑧) = 1 − [1 − 𝐹𝑋1
(𝑧)][1 − 𝐹𝑋2

(𝑧)] ⋯ [1 − 𝐹𝑋𝑛
(𝑧)].
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特别, 当 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 相互独立且具有相同分布函数 𝐹(𝑥) 时有 

𝐹max(𝑧) = [𝐹(𝑧)]𝑛,

𝐹min(𝑧) = 1 − [1 − 𝐹(𝑧)]𝑛.
 

 

第四章 随机变量的数字特征 

考点 53：随机变量的数学期望 

定义：设离散型随机变量 𝑋 的分布律为 

𝑃{𝑋 = 𝑥𝑘} = 𝑝𝑘 ,  𝑘 = 1,2, ⋯. 

若级数 

∑  

∞

𝑘=1

𝑥𝑘𝑝𝑘 

绝对收敛, 则称级数 ∑𝑘=1
∞  𝑥𝑘𝑝𝑘 的和为随机变量 𝑋 的数学期望,记为 𝐸(𝑋). 即 

𝐸(𝑋) = ∑  

∞

𝑘=1

𝑥𝑘𝑝𝑘. 

定义：设连续型随机变量 𝑋 的概率密度为 𝑓(𝑥), 若积分 

∫  
∞

−∞

𝑥𝑓(𝑥)d𝑥 

绝对收敛, 则称积分 ∫
−∞

∞
 𝑥𝑓(𝑥)d𝑥 的值为随机变量 𝑋 的数学期里, 记为 𝐸(𝑋). 即 

𝐸(𝑋) = ∫  
∞

−∞

𝑥𝑓(𝑥)d𝑥. 

数学期望简称期望, 又称为均值. 

 

考点 54：随机变量的函数的数学期望 

定义：设 𝑌 是随机变量 𝑋 的函数: 𝑌 = 𝑔(𝑋) ( 𝑔 是连续函数). 

1.如果 𝑋  是离散型随机变量, 它的分布律为 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑘} = 𝑝𝑘 , 𝑘 = 1,2, ⋯ , 若 ∑𝑘=1
∞  𝑔(𝑥𝑘)𝑝𝑘  绝对

收敛, 则有 

𝐸(𝑌) = 𝐸[𝑔(𝑋)] = ∑  

∞

𝑘=1

𝑔(𝑥𝑘)𝑝𝑘. 

2.如果 𝑋 是连续型随机变量, 它的概率密度为 𝑓(𝑥), 若 ∫
−∞

∞
 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)d𝑥 绝对收敛, 则有 

𝐸(𝑌) = 𝐸[𝑔(𝑋)] = ∫  
∞

−∞

𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)d𝑥 

补充：设 𝑍 是随机变量 𝑋, 𝑌 的函数 𝑍 = 𝑔(𝑋, 𝑌) ( 𝑔 是连续函数), 那么, 𝑍是一个一维随机变
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量.  

若二维随机变量 (𝑋, 𝑌) 的概率密度为 𝑓(𝑥, 𝑦), 则有 

𝐸(𝑍) = 𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)] = ∫  
∞

−∞

∫  
∞

−∞

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥 d𝑦, 

这里设上式右边的积分绝对收敛. 

又若 (𝑋, 𝑌) 为离散型随机变量, 其分布律为 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗} = 𝑝𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯, 则有 

𝐸(𝑍) = 𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)] = ∑  

∞

𝑗=1

∑  

∞

𝑖=1

𝑔(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)𝑝𝑖𝑗 , 

这里设上式右边的级数绝对收敛. 

 

考点 55：随机变量数学期望的性质 

定义： 

1.设 𝐶 是常数, 则有 𝐸(𝐶) = 𝐶. 

2.设 𝑋 是一个随机变量, 𝐶 是常数, 则有 

𝐸(𝐶𝑋) = 𝐶𝐸(𝑋). 

3.设 𝑋, 𝑌 是两个随机变量, 则有 

𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌). 

这一性质可以推广到任意有限个随机变量之和的情况. 

4.设 𝑋, 𝑌 是相互独立的随机变量, 则有 

𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌). 

这一性质可以推广到任意有限个相互独立的随机变变量之积的情况. 

 

考点 56：随机变量的方差 

定义：设 𝑋 是随机变量, 若 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2} 存在, 则称它为 𝑋 的方差, 记为 𝐷(𝑋) 或 Var(𝑋), 

即 

𝐷(𝑋) = Var(𝑋) = 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2}. 

将√𝐷(𝑋)记为 𝜎(𝑋), 称为标准差或均方差. 

对于离散型随机变量, 

𝐷(𝑋) = ∑  

∞

𝑘=1

[𝑥𝑘 − 𝐸(𝑋)]2𝑝𝑘, 

其中 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑘} = 𝑝𝑘 , 𝑘 = 1,2, ⋯ 是 𝑋 的分布律. 
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对于连续型随机变量, 𝐷(𝑋) = ∫  
∞

−∞
[𝑥 − 𝐸(𝑋)]2𝑓(𝑥)d𝑥, 

其中 𝑓(𝑥) 是 𝑋 的概率密度. 

补充：随机变量 𝑋 的方差可按下列公式计算: 

𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2. 

 

考点 57：随机变量方差的性质 

定义： 

1.设 𝐶 是常数, 则 𝐷(𝐶) = 0. 

2.设 𝑋 是随机变量, 𝐶 是常数, 则有 

𝐷(𝐶𝑋) = 𝐶2𝐷(𝑋),  𝐷(𝑋 + 𝐶) = 𝐷(𝑋). 

3.设 𝑋, 𝑌 是两个随机变量, 则有 

𝐷(𝑋 + 𝑌) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌) + 2𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]}. 

特别, 若 𝑋, 𝑌 相互独立, 则有 

𝐷(𝑋 + 𝑌) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌). 

这一性质可以推广到任意有限多个相互独立的随机变量之和的情况. 

4.𝐷(𝑋) = 0 的充要条件是 𝑋 以概率 1 取常数 𝐸(𝑋), 即 

𝑃{𝑋 = 𝐸(𝑋)} = 1 

补充 1：若 𝑋𝑖 ∼ 𝑁(𝜇𝑖 , 𝜎𝑖
2), 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 , 且它们相互独立, 则它们的线性组合: 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 +

⋯ + 𝐶𝑛𝑋𝑛(𝐶1, 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑛  是不全为 0 的常数)仍然服从正态分布,于是由数学期望和方差的性质可

知. 

𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑋𝑛 ∼ 𝑁 (∑  

𝑛

𝑖=1

 𝐶𝑖𝜇𝑖 , ∑  

𝑛

𝑖=1

 𝐶𝑖
2𝜎𝑖

2). 

补充 2：0-1 分布的期望与方差 

设随机变量 𝑋 具有 (0 − 1) 分布, 其分布律为 

𝑃{𝑋 = 0} = 1 − 𝑝,  𝑃{𝑋 = 1} = 𝑝. 

则 

𝐸(𝑋) = 𝑝 

𝐷(𝑋) = 𝑝(1 − 𝑝). 

补充 3：二项分布的期望与方差 

设随机变量 𝑋 服从𝐵(𝑛, 𝑝). 

则 
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𝐸(𝑋) = n𝑝 

𝐷(𝑋) = n𝑝(1 − 𝑝). 

补充 4：泊松分布的期望与方差 

设随机变量 𝑋 ∼ 𝜋(𝜆) 

则 

𝐸(𝑋) = 𝜆 

𝐷(𝑋) = 𝜆. 

补充 5：均匀分布的期望与方差 

设随机变量 𝑋 ∼ 𝑈(𝑎, 𝑏) 

则 

𝐸(𝑋) =
𝑎 + 𝑏

2
 

𝐷(𝑋) =
(𝑏 − 𝑎)2

12
 

补充 6：指数分布的期望与方差 

设随机变量 𝑋 服从指数分布, 其概率密度为 

𝑓(𝑥) = {
1

𝜃
e−𝑥/𝜃, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 ⩽ 0,
 

其中 𝜃 > 0,则 

𝐸(𝑋) = 𝜃 

 𝐷(𝑋) = 𝜃2. 

补充 7：正态分布的期望与方差 

随机变量 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2) 

𝐸(𝑋) = 𝜇

𝐷(𝑋) = 𝜎2 

 

考点 58：随机变量的协方差 

定义：将 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]} 称为随机变量 𝑋 与 𝑌 的协方差. 记为 Cov (𝑋, 𝑌), 即 

而 

Cov (𝑋, 𝑌) = 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]}.
 

补充：将 Cov (𝑋, 𝑌) 的定义式展开, 易得 

Cov (𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌). 
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考点 59：随机变量协方差的性质: 

定义: 

1.Cov (𝑎𝑋, 𝑏𝑌) = 𝑎𝑏Cov (𝑋, 𝑌), 𝑎, 𝑏 是常数. 

2.Cov (𝑋1 + 𝑋2, 𝑌) = Cov (𝑋1, 𝑌) + Cov (𝑋2, 𝑌). 

3.Cov (𝑋, 𝑌) = Cov (𝑌, 𝑋),  Cov (𝑋, 𝑋) = 𝐷(𝑋). 

4.𝐷(𝑋 + 𝑌) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌) + 2Cov (𝑋, 𝑌). 

 

考点 60：随机变量的相关系数 

定义：将 

𝜌𝑋𝑌 =
Cov (𝑋, 𝑌)

√𝐷(𝑋)√𝐷(𝑌)
 

称为随机变量 𝑋 与 𝑌 的相关系数. 

补充：反算公式 

Cov (𝑋, 𝑌) = 𝜌𝑋𝑌 · √𝐷(𝑋) · √𝐷(𝑌). 

 

考点 61：随机变量相关系数的性质 

定义： 

1.|𝜌𝑋𝑌| ⩽ 1. 

2.|𝜌𝑋𝑌| = 1 的充要条件是, 存在常数 𝑎, 𝑏 使 

𝑃{𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋} = 1. 

补充 1： 当 |𝜌𝑋𝑌|  较大时, 我们通常说 𝑋, 𝑌  线性相关的程度较好; 当 |𝜌𝑋𝑌|  较小时, 我们说, 

𝑋, 𝑌 线性相关的程度较差.特别当 |𝜌𝑋𝑌| = 1 时,𝑋, 𝑌 之间以概率 1 存在着线性关系. 

当 𝜌𝑋𝑌 = 0 时,称 𝑋 和 𝑌 不相关. 

补充 2：假设随机变量 𝑋, 𝑌 的相关系数 𝜌𝑋𝑌 存在. 当 𝑋 和 𝑌 相互独立时,  Cov (𝑋, 𝑌) = 0, 从

而 𝜌𝑋𝑌 = 0, 即 𝑋, 𝑌 不相关. 反之, 若 𝑋, 𝑌 不相关, 𝑋 和 𝑌 却不一定相互独立 

补充 3：当 (𝑋, 𝑌) 服从二维正态分布时, 𝑋 和 𝑌 不相关与 𝑋和 𝑌 相互独立是等价的. 

补充 4：二维正态随机变量 (𝑋, 𝑌) 的概率密度中的参数 𝜌 就是 𝑋 和 𝑌 的相关系数. 
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考点 62：随机变量的矩 

定义：设 𝑋 和 𝑌 是随机变量, 若 

𝐸(𝑋𝑘),  𝑘 = 1,2, ⋯ 

存在, 称它为 𝑋 的 𝑘 阶原点矩, 简称 𝑘 阶矩. 

定义：若 

𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)]𝑘},  𝑘 = 2,3, ⋯ 

存在, 称它为 𝑋 的 𝑘 阶中心矩. 

定义：若 

𝐸(𝑋𝑘𝑌𝑙),  𝑘, 𝑙 = 1,2, ⋯ 

存在, 称它为 𝑋 和 𝑌 的 𝑘 + 𝑙 阶混合矩. 

定义：若 

𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)]𝑘[𝑌 − 𝐸(𝑌)]𝑙},  𝑘, 𝑙 = 1,2, ⋯ 

存在, 称它为 𝑋 和 𝑌 的 𝑘 + 𝑙 阶混合中心矩. 

补充：𝑋  的数学期望 𝐸(𝑋)  是 𝑋  的一阶原点矩, 方差 𝐷(𝑋)  是 𝑋  的二阶中心矩, 协方差 

Cov (𝑋, 𝑌) 是 𝑋 和 𝑌 的二阶混合中心矩. 

 

考点 63：随机变量的协方差矩阵 

定义：二维随机变量 (𝑋1, 𝑋2) 有四个二阶中心矩 (设它们都存在), 分别记为 

𝑐11 = 𝐸{[𝑋1 − 𝐸(𝑋1)]2},

𝑐12 = 𝐸{[𝑋1 − 𝐸(𝑋1)][𝑋2 − 𝐸(𝑋2)]},

𝑐21 = 𝐸{[𝑋2 − 𝐸(𝑋2)][𝑋1 − 𝐸(𝑋1)]},

𝑐22 = 𝐸{[𝑋2 − 𝐸(𝑋2)]2}.

 

将它们排成矩阵的形式 

(
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22
). 

这个矩阵称为随机变量 (𝑋1, 𝑋2) 的协方差矩阵. 

定义：设 𝑛 维随机变量 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 的二阶混合中心矩 

𝑐𝑖𝑗 = Cov (𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) = 𝐸{[𝑋𝑖 − 𝐸(𝑋𝑖)][𝑋𝑗 − 𝐸(𝑋𝑗)]},  𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 

都存在, 则称矩阵 

𝑪 = (

𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑛

𝑐21 𝑐22 ⋯ 𝑐2𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 ⋯ 𝑐𝑚

) 

为 𝑛 维随机变量 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 的协方差矩阵. 
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考点 64：𝐧 维正态随机变量的概率密度 

定义：二维正态随机变量 (𝑋1, 𝑋2) 的概率密度为 

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =
1

2𝜋𝜎1𝜎2√1 − 𝜌2
exp {

−1

2(1 − 𝜌2)
[
(𝑥1 − 𝜇1)2

𝜎1
2

−2𝜌
(𝑥1 − 𝜇1)(𝑥2 − 𝜇2)

𝜎1𝜎2
+

(𝑥2 − 𝜇2)2

𝜎2
2 ]} .

 

引入如下的列矩阵 

𝑿 = (
𝑥1

𝑥2
) ,  𝝁 = (

𝜇1

𝜇2
) . 

(𝑋1, 𝑋2) 的协方差矩阵为 

𝑪 = (
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22
) = (

𝜎1
2 𝜌𝜎1𝜎2

𝜌𝜎1𝜎2 𝜎2
2 ), 

它的行列式 det 𝑪 = 𝜎1
2𝜎2

2(1 − 𝜌2), 𝑪 的逆矩阵为 

𝑪−1 =
1

det 𝑪
(

𝜎2
2 −𝜌𝜎1𝜎2

−𝜌𝜎1𝜎2 𝜎1
2 ). 

于是 (𝑋1, 𝑋2) 的概率密度可写成 

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =
1

(2𝜋)2/2(det 𝑪)1/2
exp {−

1

2
(𝑿 − 𝝁)T𝑪−1(𝑿 − 𝝁)}. 

定义： 𝑛 维正态随机变量 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 的情况. 

引人列矩阵 

𝑿 = (

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

)和𝝁 = (

𝜇1

𝜇2

⋮
𝜇𝑛

) = (

𝐸(𝑋1)

𝐸(𝑋2)
⋮

𝐸(𝑋𝑛)

) . 

𝑛 维正态随机变量 ( 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 的概率密度定义为 

 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) =
1

(2𝜋)𝑛/2(det 𝑪)1/2
exp {−

1

2
(𝑿 − 𝝁)T𝑪−1(𝑿 − 𝝁)}, 

其中 𝐶 是 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 的协方差矩阵. 

 

考点 65：𝐧 维正态随机变量的性质 

定义： 

1.𝑛  维正态随机变量 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛)  的每一个分量 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛  都是正态随机变量; 反之, 

若 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 都是正态随机变量, 且相互独立, 则 ( 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 ) 是 𝑛 维正态随机变量. 

2.𝑛  维随机变量 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛)  服从 𝑛  维正态分布的充要条件是 𝑋1 , 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛  的任意的线性

组合 

𝑙1𝑋1 + 𝑙2𝑋2 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑋𝑛 
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服从一维正态分布(其中 𝑙1, 𝑙2, ⋯ , 𝑙𝑛 不全为零). 

3.若 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛)  服从 𝑛  维正态分布, 设 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑘  是 𝑋𝑗(𝑗 = 1 , 2, ⋯ , 𝑛)  的线性函数, 则 

(𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑘) 也服从多维正态分布. 

这一性质称为正态变量的线性变换不变性. 

4.设 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 服从 𝑛 维正态分布, 则 “ 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 相互独立” 与 “ 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 两两

不相关”是等价的. 

 

第五章 大数定理及中心极限 

考点 66：依概率收敛 

定义：设 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑛, ⋯ 是一个随机变量序列, 𝑎 是一个常数. 若对于任意正数 𝜀, 有 

lim
𝑛→∞

 𝑃{|𝑌𝑛 − 𝑎| < 𝜀} = 1, 

则称序列 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑛, ⋯ 依概率收敛于 𝑎, 记为 

𝑌𝑛 →
𝑃

𝑎. 

补充：设 𝑋𝑛 →
𝑃

𝑎, 𝑌𝑛 →
𝑃

𝑏, 又设函数 𝑔(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑎, 𝑏) 连续, 则 

𝑔(𝑋𝑛, 𝑌𝑛) →
𝑃

𝑔(𝑎, 𝑏).  

 

考点 67：伯努利大数定律  

定义：设 𝑓𝐴 是 𝑛 次独立重复试验中事件 𝐴 发生的次数, 𝑝 是事件 𝐴 在每次试验中发生的概

率, 则对于任意 𝜀 > 0, 有 

lim
𝑛→∞

 𝑃 {|
𝑓𝐴

𝑛
− 𝑝| < 𝜀} = 1 

或 

lim
𝑛→∞

 𝑃 {|
𝑓𝐴

𝑛
− 𝑝| ⩾ 𝜀} = 0. 

补充：伯努利大数定律的结果表明, 对于任意 𝜀 > 0 , 只要重复独立试验的次数 𝑛充分大, 事件 

{|
𝑓𝐴

𝑛
− 𝑝| ⩾ 𝜀} 是一个小概率事件, 由实际推断原理知, 这一事件实际上几乎是不发生的, 即在 𝑛 

充分大时事件 {|
𝑓𝐴

𝑛
− 𝑝| < 𝜀}  实际上几乎是必定要发生的, 亦即对于给定的任意小的正数 𝜀 , 在 

𝑛  充分大时, 事件 “频率 
𝑓𝐴

𝑛
  与概率 𝑝  的偏差小于 𝜀  ”实际上几乎是必定要发生的. 也即频率

稳定性的真正含义. 由实际推断原理, 在实际应用中, 当试验次数很大时, 便可以用事件的频率
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来代替事件的概率. 

 

考点 68：切比雪夫大数定理 

定义： (切比雪夫大数定律) 设 {𝑋𝑛}  为一列两两不相关的随机变量序列, 若每个 𝑋𝑖  的方差存

在, 且有共同的上界, 即 Var(𝑋𝑖) ⩽ 𝑐, 𝑖 = 1,2, ⋯, 则 |𝑋𝑛| 服从大数定律, 即对任意的 𝜀 > 0, 

lim
𝑛→=

 𝑃 (|
1

𝑛
∑  

𝑛

𝑖=1

 𝑋𝑖 −
1

𝑛
∑  

𝑛

𝑖=1

 𝐸(𝑋𝑖)| < 𝜀) = 1. 

补充：设随机变量 𝑋 具有数学期望 𝐸(𝑋) = 𝜇, 方差 𝐷(𝑋) = 𝜎2, 则对于任意正数 𝜀,不等式 

𝑃{|𝑋 − 𝜇| ⩾ 𝜀} ⩽
𝜎2

𝜀2
 

成立.这一不等式称为切比雪夫不等式. 

切比雪夫不等式也可以写成如下的形式: 

𝑃{|𝑋 − 𝜇| < 𝜀} ⩾ 1 −
𝜎2

𝜀2
. 

 

考点 69：辛钦大数定律 

定义：辛钦大数定律 设X1, X2, …是相互独立,服从同一分布的随机变量序列, 且具有数学期望 

𝐸(𝑋𝑘) = 𝜇(𝑘 = 1,2, ⋯ ). 作前 𝑛 个变量的算术平均 
1

𝑛
∑𝑘=1

𝑛  𝑋𝑘, 则对于任意 𝜀 > 0, 有 

lim
𝑛→∞

 𝑃 {|
1

𝑛
∑  

𝑛

𝑘=1

 𝑋𝑘 − 𝜇| < 𝜀} = 1. 

补充：辛钦大数定律表明，当 𝑛 → ∞ 时这个事件的概率趋于 1 . 即对于任意正数 𝜀, 当 𝑛 充分

大时, 不等式 |
1

𝑛
∑𝑘=1

𝑛  𝑋𝑘 − 𝜇| < 𝜀成立的概率很大. 通俗地说, 辛钦大数定律是说, 对于独立同分

布且具有均值 𝜇 的随机变量 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛, 当 𝑛 很大时它们的算术平均 
1

𝑛
∑𝑘=1

𝑛  𝑋𝑘 很可能接近

于 𝜇. 

 

考点 70：独立同分布的中心极限定理 

定义：设随机变量 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛, ⋯  相互独立, 服从同一分布, 且具有数学期望和方差: 𝐸(𝑋𝑘) =

𝜇, 𝐷(𝑋𝑘) = 𝜎2 > 0 (𝑘 = 1, 2, ⋯ ), 则随机变量之和 ∑𝑘=1
𝑛  𝑋𝑘 的标准化变量 

𝑌𝑛 =
∑  𝑛

𝑘=1  𝑋𝑘 − 𝐸(∑  𝑛
𝑘=1  𝑋𝑘)

√𝐷(∑  𝑛
𝑘=1  𝑋𝑘)

=
∑  𝑛

𝑘=1  𝑋𝑘 − 𝑛𝜇

√𝑛𝜎
 

的分布函数 𝐹𝑛(𝑥) 对于任意 𝑥 满足 
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lim
𝑛→∞

 𝐹𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

 𝑃 {
∑  𝑛

𝑘=1  𝑋𝑘 − 𝑛𝜇

√𝑛𝜎
⩽ 𝑥}

 = ∫  
𝑥

−∞

 
1

√2𝜋
e−𝑡2/2 d𝑡 = Φ(𝑥).

 

补充： 均值为 𝜇 , 方差为 𝜎2 > 0  的独立同分布的随机变量 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛之和 ∑𝑘=1
𝑛  𝑋𝑘  的标准

化变量, 当 𝑛 充分大时, 有 

∑  𝑛
𝑘=1  𝑋𝑘 − 𝑛𝜇

√𝑛𝜎
~

近似地
𝑁(0,1). 

将上式左端改写成 

1

𝑛
∑𝑘=1

𝑛  𝑋𝑘−𝜇

𝜎/√𝑛
=

𝑋‾−𝜇

𝜎/√𝑛
, 即当 𝑛充分大时, 

𝑋‾ − 𝜇

𝜎/√𝑛
~

近似地
𝑁(0,1)或𝑋‾ ~

近似地
𝑁(𝜇, 𝜎2/𝑛). 

表明均值为  𝜇 ,方差为  𝜎2 > 0  的独立同分布的随机变量  𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛  的算术平均  𝑋‾ =

1

𝑛
∑𝑘=1

𝑛  𝑋𝑘,当 𝑛 充分大时近似地服从均值为 𝜇, 方差为 𝜎2/𝑛 的正态分布. 

 

考点 71：林德伯格－列维（Lindeberg-Levy）定理 

定义：设随机变量 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛, ⋯ 相互独立, 它们具有数学期望和方差 

𝐸(𝑋𝑘) = 𝜇𝑘 ,  𝐷(𝑋𝑘) = 𝜎𝑘
2 > 0,  𝑘 = 1,2, ⋯, 

记 

𝐵𝑛
2 = ∑  

𝑛

𝑘=1

𝜎𝑘
2.  

若存在正数 𝛿, 使得当 𝑛 → ∞ 时, 

1

𝐵𝑛
2+𝛿

∑  

𝑛

𝑘=1

𝐸{|𝑋𝑘 − 𝜇𝑘|2+𝛿} → 0, 

则随机变量之和 ∑𝑘=1
𝑛  𝑋𝑘 的标准化变量 

𝑍𝑛 =
∑  𝑛

𝑘=1  𝑋𝑘 − 𝐸(∑  𝑛
𝑘=1  𝑋𝑘)

√𝐷(∑  𝑛
𝑘=1  𝑋𝑘)

=
∑  𝑛

𝑘=1  𝑋𝑘 − ∑  𝑛
𝑘=1  𝜇𝑘

𝐵𝑛
 

的分布函数 𝐹𝑛(𝑥) 对于任意 𝑥, 满足 

lim
𝑛→∞

 𝐹𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

 𝑃 {
∑  𝑛

𝑘=1  𝑋𝑘 − ∑  𝑛
𝑘=1  𝜇𝑘

𝐵𝑛
⩽ 𝑥}

 = ∫  
𝑥

−∞

 
1

√2𝜋
e−𝑡2/2 d𝑡 = Φ(𝑥).

 

补充：林德伯格－列维（Lindeberg-Levy）定理表明， 在定理的条件下, 随机变量 

𝑍𝑛 =
∑  𝑛

𝑘=1  𝑋𝑘 − ∑  𝑛
𝑘=1  𝜇𝑘

𝐵𝑛
 

当 𝑛 很大时, 近似地服从正态分布 𝑁(0,1). 由此, 当 𝑛 很大时, ∑𝑘=1
𝑛  𝑋𝑘 = 𝐵𝑛𝑍𝑛 + ∑𝑘=1

𝑛  𝜇𝑘近似

地服从正态分布 𝑁(∑𝑘=1
𝑛  𝜇𝑘 , 𝐵𝑛

2) . 这就是说, 无论各个随机变量 𝑋𝑘(𝑘 = 1 , 2, ⋯ )  服从什么分布, 
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只要满足定理的条件, 那么它们的和 ∑𝑘=1
𝑛  𝑋𝑘 当 𝑛 很大时, 就近似地服从正态分布.  

 

考点 72：棣莫弗一拉普拉斯 (De Moivre-Laplace) 定理 

定义：设随机变量 𝜂𝑛(𝑛 = 1,2, ⋯ ) 服从参数为 𝑛, 𝑝(0 < 𝑝 < 1) 的二项分布, 则对于任意 𝑥, 有 

lim
𝑛→∞

 𝑃 {
𝜂𝑛 − 𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1 − 𝑝)
⩽ 𝑥} = ∫  

𝑥

−∞

1

√2𝜋
e−𝑡/2 d𝑡 = Φ(𝑥). 

补充：棣莫弗一拉普拉斯定理表明,正态分布是二项分布的极限分布. 当 𝑛  充分大时, 可以利用

上式来计算二项分布的概率. 
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