
第一章 函数与极限 

考点 1：映射 

定义 ： 设 𝑋, 𝑌 是两个非空集合，如果存在一个法则 𝑓，使得对𝑋 中每个元素 𝑥，按法则 𝑓，在 𝑌 

中有唯一确定的元素 𝑦与之对应,，那么称 𝑓 为从 𝑋 到 𝑌 的映射，记作 

𝑓: 𝑋 → 𝑌， 

其中 𝑦 称为元素 𝑥 (在映射𝑓下) 的像,并记作 𝑓(𝑥), 即 

𝑦 = 𝑓(𝑥)， 

而元素𝑥 称为元素 𝑦 (在映射 𝑓 下) 的一个原像;；集合 𝑋 称为映射 𝑓 的定义域，记作 𝐷𝑓,即 𝐷𝑓 =

𝑋；𝑋 中所有元素的像所组成的集合称为映射 𝑓 的值域，记作 𝑅𝑓 或 𝑓(𝑋)，即 

𝑅𝑓 = 𝑓(𝑋) = { 𝑓(𝑥) ∣∣ 𝑥 ∈ 𝑋 }. 

补充：（1）构成一个映射必须具备以下三个要素: 集合 𝑋，即定义域 Df = X;；集合 Y,，即值域的

范围: Rf ⊂ Y;；对应法则 f，使对每个  x ∈ X，有唯一确定的 y = f(x) 与之对应。 

（2）对每个  x ∈ X,，元素x的像 y 是唯一的；而对每个 y ∈ Rf，元素 y 的原像不一定是唯一的；

咉射 f 的值域 Rf 是 Y 的一个子集， 即 Rf ⊂ Y，不一定 Rf = Y。 

 

考点 2：逆映射与复合映射 

定义：设 f 是 X 到 Y 的单射，则由定义，对每个 y ∈ Rf，有唯一的 x ∈ X，适合 f(x) = y。于是，

我们可定义一个从 Rf 到 X 的新映射 g，即 

𝑔: 𝑅𝑓 → 𝑋， 

对每个 y ∈ Rf，规定 g(y) = x，这 x 满足 f(x) = y。这个映射 g 称为 f 的逆映射，记作 f −1，其定

义域 Df−1 = Rf，值域 Rf−1 = X。 

 

考点 3：函数 

定义：设数集 𝐷 ⊂ 𝐑，则称映射𝑓: 𝐷 → 𝐑为定义在𝐷上的函数，通常简记为 

𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷, 

其中𝑥称为自变量， 𝑦称为因变量，𝐷称为定义域，记作 𝐷𝑓，即 𝐷𝑓 = 𝐷。 

函数的定义中，对每个 𝑥 ∈ 𝐷，按对应法则 𝑓， 总有唯一确定的值 𝑦 与之对应，这个值称为函数𝑓 

在𝑥 处的函数傎，记作𝑓(𝑥)，即 𝑦 = 𝑓(𝑥)。因变量 𝑦与自变量𝑥 之间的这种依赖关系，通常称为函

数关系。 函数值 𝑓(𝑥) 的全体所构成的集合称为函数 𝑓 的值域， 记作 𝑅𝑓 或 𝑓(𝐷)，即 

𝑅𝑓 = 𝑓(𝐷) = {𝑦 ∣ 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷} 

补充：按照上述定义，记号 𝑓 和 𝑓(𝑥) 的含义是有区别的： 前者表示自变量𝑥 和因变量𝑦 之间的对

应法则，而后者表示与自变量 𝑥 对应的函数值。但为了叙述方便，习惯上常用记号  “ 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈

𝐷 ”或“𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷” 来表示定义在 𝐷 上的函数，这时应理解为由它所确定的函数𝑓。 
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考点 4：函数的有界性 

定义：设函数𝑓(𝑥)的定义域为𝐷， 𝑋 ⊂ 𝐷. 如果存在数 𝐾1，使得𝑓(𝑥) ⩽ 𝐾1对任一 𝑥 ∈ 𝑋 都成立, 那

么称函数𝑓(𝑥) 在 𝑋上有上界，而𝐾1 称为函数 𝑓(𝑥)的 在 𝑋上的一个上界。 

如果存在数 𝐾2，使得𝑓(𝑥) ⩾ 𝐾2对任一 𝑥 ∈ 𝑋 都成立，么称函数𝑓(𝑥) 在 𝑋  上有下界，𝐾2 称为函

数 𝑓(𝑥) 在 𝑋上的一个下界。 

如果存在正数𝑀，使得|𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑀对任一𝑥 ∈ 𝑋 都成立，那么称函数𝑓(𝑥) 在 𝑋上有界. 如果这样的 

𝑀 不存在，称函数𝑓(𝑥)在 𝑋 上无界； 

这就是说，如果对于任何正数𝑀，总存在𝑥1 ∈ 𝑋,使 |𝑓(𝑥1)| > 𝑀，那么函数𝑓(𝑥)在𝑋上无界。 

 

考点 5：函数的单调性 

定义：设函数 y = 𝑓(𝑥) 的定义域为 D， 区间 I ⊂ D. 如果对于区间 I 上任意两点 x1 及 x2, 当 x1 <

x2 时, 恒有𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2)，那么称函数 y = 𝑓(𝑥) 在区间 I 上是单调增加的; 如果对于区间 I 上任意

两点 𝑥1 及 𝑥2, 当𝑥1  < 𝑥2 时, 恒有𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2)，那么称函数 y = 𝑓(𝑥) 在区间 I 上是单调减少

的。单调增加和单调减少的函数统称为单调函数。 

 

考点 6： 函数的奇偶性 

定义：设函数 f(x) 的定义域 D 关于原点对称. 如果对于任一 x ∈ D,f(−x) = f(x)恒成立, 那么称 f(x) 

为偶函数。如果对于任一 x ∈ D，f(−x) = −f(x)恒成立，那么称 f(x) 为奇函数。 

 

考点 7： 函数的周期性 

定义：设函数 f(x) 的定义域为 D. 如果存在一个正数 l, 使得对于任一 x ∈ D 有 (x ± l) ∈ D, 且 

f(x + l) = f(x) 

恒成立, 那么称 f(x) 为周期函数, l 称为 f(x) 的周期,通常我们说周期函数的周期是指最小正周期. 

 

考点 8：反函数与复合函数 

定义：设函数 f: D → f(D) 是单射, 则它存在逆映射 f −1: f(D) → D, 称此映射 f −1 为函数 f的反函数。

对每个 y ∈ f(D), 有唯一的 x ∈ D, 使得 f(x) = y, 于是有f −1(y) = x这就是说, 反函数 f −1 的对应法则

是完全由函数 f 的对应法则所确定的。 
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考点 9：函数的运算 

定义：设函数 f(x), g(x) 的定义域依次为 Df, Dg, D = Df ∩ Dg ≠ ∅, 则我们可以定义这两个函数的下

列运算: 

𝑓 ± 𝑔: (𝑓 ± 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓 ⋅ 𝑔: (𝑓 ⋅ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷 

𝑓

𝑔
: (

𝑓

𝑔
) (𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
, 𝑥 ∈ 𝐷 ∖ {𝑥 ∣ 𝑔(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝐷} 

考点 10：初等函数 

定义：（1）幂函数: 𝑦 = xμ(μ ∈ R 是常数 ), 

（2）指数函数:𝑦 = ax(a > 0 且 a ≠ 1), 

（3）对数函数: 𝑦 = loga x(a > 0 且 a ≠ 1, 特别当 a = e时, 记为 𝑦 = ln x), 

（4）三角函数: 如𝑦 = sin 𝑥, 𝑦 = cos 𝑥, 𝑦 = tan 𝑥 等, 

（5）反三角函数: 如𝑦 = arcsin 𝑥, 𝑦 = arccos 𝑥, 𝑦 = arctan 𝑥 等. 

由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可用一个式子表

示的函数, 称为初等函数。 

  

考点 11：数列极限 

定义：设 {xn} 为一数列, 如果存在常数 a, 对于任意给定的正数 ε (不论它多么小), 总存在正整数 N, 

使得当 n > N 时, 不等式 

|xn − a| < ε 

都成立, 那么就称常数 a 是数列 {xn} 的极限, 或者称数列 {xn} 收敛于 a, 记为 

lim
n→∞

 xn = a,   

或 

xn → a (n → ∞). 

如果不存在这样的常数 a, 就说数列 {xn} 没有极限, 或者说数列 {xn} 是发散的, 习惯上也说 

limn→∞  xn 不存在. 

 

考点 12：数列极限的性质 

性质：(1) 唯一性：如果数列 {xn} 收敛，那么它的极限唯一。 

(2)有界性：如果数列 {xn} 收敛，那么数列 {xn} 一定有界。 

(3)保号性：如果 limn→∞  xn = a，且 a > 0 (或 a < 0 )， 那么存在正整数 N, 当 n > N 时，都有 

xn > 0 (或 xn < 0 )。 

补充 1：推论——如果数列 {xn} 从某项起有 xn ⩾ 0 (或 xn ⩽ 0 )，且 limn→∞  xn = a，那么 a ⩾ 0 

(或 a ⩽ 0)。 
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补充 2：如果数列 {xn} 收敛于 a，那么它的任一子数列也收敛，且极限也是 a。 

 

考点 13：𝐱 → 𝐱𝟎时函数的极限 

定义：设函数 f(x) 在点 x0 的某一去心邻域内有定义. 如果存在常数 A, 对于任意给定的正数 ε (不

论它多么小), 总存在正数 δ, 使得当 x 满足不等式 0 < |x − x0| < δ 时,对应的函数值 f(x) 都满足不

等式 

|f(x) − A| < ε， 

那么常数 A 就叫做函数 f(x) 当 x → x0 时的极限, 记作 

lim
x→x0

 f(x) = A 或 f(x) → A (当 x → x0 ).  

补充：定义中 0 < |x − x0| 表示 x ≠ x0, 所以 x → x0 时 f(x) 有没有极限, 与 f(x) 在点 x0 是否有定

义并无关系.有时只能或只需考虑 x 仅从 x0 的单侧趋于 x0 的情形： 

（1）在 limx→x0
 f(x) = A 的定义中, 把 0 < |x − x0| < δ 改为 x0 − δ < x < x0, 那么 A 就叫做函数 

f(x) 当 x → x0 时的左极限,记作 

lim
x→x0

0
 f(x) = A 或 f(x0

−) = A. 

类似地, 在 limx→x0
 f(x) = A 的定义中, 把 0 < |x − x0| < δ 改为 x0 < x < x0 + δ, 那么 A 就叫做函数 

f(x) 当 x → x0 时的右极限, 记作 

lim
x→x

 f(x) = A 或 f(x0
+) = A. 

左极限与右极限统称为单侧极限. 

 

考点 14：自变量趋于无穷大时函数的极限 

定义：设函数 f(x) 当 |x| 大于某一正数时有定义. 如果存在常数 A, 对于任意给定的正数 ε (不论它

多么小), 总存在着正数 X, 使得当 x 满足不等式 |x| > X 时, 对应的函数值 f(x) 都满足不等式 

|f(x) − A| < ε,   

那么常数 A 就叫做函数 f(x) 当 x → ∞ 时的极限, 记作 

lim
x→∞

 f(x) = A 或 f(x) → A （当 x → ∞）.   

 

考点 15：函数极限的性质 

性质：(1)唯一性：如果 limx→x0
 f(x)存在，那么这极限唯一。 

(2)局部有界性：如果 limx→x0
 f(x) = A， 那么存在常数 M > 0 和 δ > 0，使得当 0 < |x − x0| < δ 

时, 有 |f(x)| ⩽ M。 

(3)局部保号性：如果 limx→x0
 f(x) = A，且 A > 0 （或 A < 0 )，那么存在常数 δ > 0，使得当 0 <

|x − x0| < δ 时，有 f(x) > 0 (或 f(x) < 0 )。 

补充：（1）如果 limx→x0
 f(x) = A(A ≠ 0), 那么就存在着 x0 的某一去心邻域 U

∘
(x0) , 当 x ∈ U

∘
(x0) 
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时, 就有 |f(x)| >
|A|

2
。 

（2）如果在 x0 的某去心邻域内 f(x) ⩾ 0 (或 f(x) ⩽ 0 ), 而且 limx→x0
 f(x) = A, 那么 A ⩾ 0 (或 A ⩽

0 )。 

 

考点 16： 函数极限与数列极限的关系 

定义：如果极限 limx→x0
 𝑓(𝑥)存在， {xn} 为函数𝑓(𝑥)的定义域内任一收敛于 x0 的数列，且满足 

xn ≠ x0(n ∈ N+)， 那么相应的函数值数列 {f(xn)} 必收敛，且 limn→∞  f(xn) = limx→x0
 f(x)。 

 

考点 17：无穷小 

定义：如果函数𝑓(𝑥)当𝑥 → 𝑥0 (或𝑥 → ∞)时的极限为零，那么称函数𝑓(𝑥)为当𝑥 → 𝑥0 (或𝑥 → ∞)时

的无穷小。 

补充 1：以零为极限的数列{𝑥𝑛}称为 𝑛 → ∞时的无穷小。 

补充 2：在自变量的同一变化过程𝑥 → 𝑥0 (或𝑥 → ∞))中，函数𝑓(𝑥)具有极限𝐴的充分必要条件是

𝑓(𝑥) = 𝐴 + 𝛼，其中𝛼是无穷小。 

 

考点 18：无穷大 

定义：设函数𝑓(𝑥)在𝑥0的某一去心邻域内有定义（或|𝑥|大于某一正数时有定义）。如果对于任意

给定的正数𝑀 (不论它多么大)，总存在正数𝛿 (或正数𝑋)，只要𝑥适合不等式 0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 (或 

|𝑥| > 𝑋 )，对应的函数值𝑓(𝑥)总满足不等式|𝑓(𝑥)| > 𝑀，那么称函数𝑓(𝑥)是当𝑥 → 𝑥0 (或𝑥 → ∞)时

的无穷大。 

补充：在自变量的同一变化过程中，如果𝑓(𝑥)为无穷大，那么
1

𝑓(𝑥)
为无穷小；反之，如果𝑓(𝑥)为无

穷小，且𝑓(𝑥)≠0，那么 
1

𝑓(𝑥)
为无穷大 

 

考点 19：极限运算法则 

定理 1：个无穷小的和是无穷小； 

定理 2：有界函数与无穷小的乘积是无穷小； 

常数与无穷小的乘积是无穷小； 

有限个无穷小的乘积是无穷小； 

定理 3：如果𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥) = 𝐴, 𝑙𝑖𝑚𝑔(𝑥) = 𝐵，那么 

（1）𝑙𝑖𝑚[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥) ± 𝑙𝑖𝑚𝑔(𝑥) = 𝐴 ± 𝐵 ； 

（2）𝑙𝑖𝑚[𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥) ⋅ 𝑙𝑖𝑚𝑔(𝑥) = 𝐴 ⋅ 𝐵 ； 

（3）若又有𝐵 ≠ 0，则𝑙𝑖𝑚
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥)

𝑙𝑖𝑚𝑔(𝑥)
=

𝐴

𝐵
。 

补充 1：如果𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥)存在，而𝑐为常数，那么𝑙𝑖𝑚[𝑐𝑓(𝑥)] = 𝑐𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥)。 
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补充 2：如果𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥)存在，而𝑛是正整数，那么𝑙𝑖𝑚[𝑓(𝑥)]𝑛 = [𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥)]𝑛。 

定理 4：设有数列{𝑥𝑛} 和 {𝑦𝑛}，如果 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑥𝑛 = 𝐴， 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑦𝑛 = 𝐵，那么 

(1) 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 (𝑥𝑛 ± 𝑦𝑛) = 𝐴 ± 𝐵； 

(2) 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 (𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛) = 𝐴 ⋅ 𝐵； 

(3) 当 𝑦𝑛 ≠ 0(𝑛 = 1,2, ⋯ ) 且 𝐵 ≠ 0 时, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 
𝑥𝑛

𝑦𝑛
=

𝐴

𝐵
。 

定理 5：如果 𝜑(𝑥) ⩾ 𝜓(𝑥)，而 𝑙𝑖𝑚𝜑(𝑥) = 𝐴，𝑙𝑖𝑚𝜓(𝑥) = 𝐵，那么 𝐴 ⩾ 𝐵。 

 

考点 20：复合函数极限运算法则 

定理：设函数𝑦 = 𝑓[𝑔(𝑥)]是由函数𝑢 = 𝑔(𝑥)与函数𝑦 = 𝑓(𝑢)复合而成，𝑓[𝑔(𝑥)]在点𝑥0的某去心邻

域内有定义，若 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

 𝑔(𝑥) = 𝑢0， 𝑙𝑖𝑚
𝑢→𝑢0

 𝑓(𝑢) = 𝐴，且存在𝛿0 > 0，当𝑥 ∈ 𝑈
∘

(𝑥0, 𝛿0)时，有𝑔(𝑥) ≠

𝑢0，则 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

 𝑓[𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑢→𝑢0

 𝑓(𝑢) = 𝐴。 

 

考点 21：极限存在准则 

准则 1：如果数列{𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} 及 {𝑧𝑛}满足下列条件： 

(1)从某项起，即∃𝑛0 ∈ 𝐍+，当 𝑛 > 𝑛0时，有𝑦𝑛 ⩽ 𝑥𝑛 ⩽ 𝑧𝑛;  

(2) 𝑙𝑖𝑚𝑦𝑛 = 𝑎，𝑙𝑖𝑚𝑧𝑛 = 𝑎， 

那么数列{𝑥𝑛}的极限存在， 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑥𝑛 = 𝑎。 

准则 2：单调有界数列必有极限。 

补充：设函数𝑓(𝑥)在点𝑥0的某个左邻域内单调并且有界，则𝑓(𝑥)在𝑥0的左极限𝑓(𝑥0
−)必定存在。 

 

考点 22：夹逼准则 

定义：如果 

(1)当𝑥 ∈ 𝑈
∘

(𝑥0, 𝑟) (或 |𝑥| > 𝑀)时，𝑔(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ ℎ(𝑥)； 

(2) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑥→∞)

 𝑔(𝑥) = 𝐴， 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑥→∞)

 ℎ(𝑥) = 𝐴， 

那么 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(𝑥→∞)

 𝑓(𝑥)存在，且等于𝐴。 

 

考点 23： 柯西极限存在准则 

定义：数列{𝑥𝑛}收敛的充分必要条件是：对于任意给定的正数𝜀，存在正整数 𝑁，使得当 𝑚 >

𝑁，𝑛 > 𝑁时，有|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀。 
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考点 24：无穷小的比较 

定义：如果𝑙𝑖𝑚
𝛽

𝛼
= 0，那么就说𝛽是比𝛼高阶的无穷小，记作𝛽 = 𝑜(𝛼)； 

如果𝑙𝑖𝑚
𝛽

𝛼
= ∞，那么就说𝛽是比𝛼低阶的无穷小； 

如果 𝑙𝑖𝑚
𝛽

𝛼
= 𝑐 ≠ 0，那么就说𝛽与𝛼是同阶无穷小； 

如果𝑙𝑖𝑚
𝛽

𝛼𝑘 = 𝑐 ≠ 0, 𝑘 > 0，那么就说𝛽是关于𝛼的𝑘阶无穷小； 

如果𝑙𝑖𝑚
𝛽

𝛼
= 1，那么就说𝛽与𝛼是等价无穷小，记作𝛼 ∼ 𝛽。 

补充：等价无穷小是同阶无穷小的特殊情形，即 c=1 的情形。 

 

考点 25：等价无穷小 

定理 1：𝛽与𝛼是等价无穷小的充分必要条件为𝛽 = 𝛼 + 𝑜(𝛼)。 

定理 2：设𝛼 ∼ 𝛼̃，𝛽 ∼ 𝛽， 且 𝑙𝑖𝑚
𝛽̃

𝛼̃
 存在，则𝑙𝑖𝑚

𝛽

𝛼
= 𝑙𝑖𝑚

𝛽̃

𝛼̃
。 

 

考点 26：增量 

定义：设变量𝑢从它的一个初值𝑢1变到终值𝑢2，终值与初值的差𝑢2 − 𝑢1就叫做变量𝑢的增量，记作 

Δ𝑢，即Δ𝑢 = 𝑢2 − 𝑢1。 

 

考点 27：函数的连续性 

定义：设函数𝑦=𝑓(𝑥)在点 𝑥0的某一邻域内有定义，如果 𝑙𝑖𝑚
Δ𝑥→0

 Δ𝑦 = 𝑙𝑖𝑚
Δ𝑥→0

 [𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0)] =

0，那么就称函数 𝑦=𝑓(𝑥)在点 𝑥0连续。 

补充：设函数 𝑦=𝑓(𝑥)在点 𝑥0的某一邻域内有定义，如果 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)，那么就称函数𝑓(𝑥)在

点𝑥0连续。 

 

考点 28：函数的间断点 

定义：设函数𝑓(𝑥)在点𝑥0的某去心邻域内有定义。在此前提下，如果函数𝑓(𝑥)有下列三种情形之

一： 

(1)在𝑥 = 𝑥0没有定义； 

(2)虽在𝑥 = 𝑥0有定义，但 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

 𝑓(𝑥)不存在； 

(3)虽在𝑥 = 𝑥0有定义，且 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

 𝑓(𝑥)存在，但 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑥0)； 

那么函数 𝑓(𝑥)在点𝑥0为不连续，而点𝑥0称为函数 𝑓(𝑥)的不连续点或间断点。 
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考点 29：第一类与第二类间断点 

定义：如果𝑥0是函数 𝑓(𝑥)的间断点，但左极限𝑓(𝑥0
−)及右极限𝑓(𝑥0

+)都存在，那么𝑥0称为函数 𝑓(𝑥)

的第一类间断点。不是第一类间断点的任何间断点，称为第二类间断点.。 

补充：第一类间断点中，左、右极限相等者称为可去间断点，不相等者称为跳跃间断点。无穷间

断点和振荡间断点是第二类间断点。 

 

考点 30：连续函数的和、差、积、商的连续性 

定理：设函数 𝑓(𝑥)和 𝑔(𝑥)在点𝑥0连续，则它们的和 (差) 𝑓 ± 𝑔 、积 𝑓 ⋅ 𝑔 及商 
𝑓

𝑔
  （当 𝑔(𝑥0) ≠

0 时）都在点𝑥0连续。 

 

考点 31：反函数与复合函数的连续性 

定理 1：如果函数𝑦=𝑓(𝑥)在区间𝐼𝑥上单调增加(或单调减少)且连续，那么它的反函数𝑥 = 𝑓−1(𝑦)

也在对应的区间𝐼𝑦 = {𝑦 ∣ 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼𝑥}上单调增加(或单调减少)且连续。 

定理 2：设函数𝑦 = 𝑓[𝑔(𝑥)]由函数𝑢 = 𝑔(𝑥)与函数𝑦 = 𝑓(𝑢)复合而成，𝑈
∘

(𝑥0) ⊂ 𝐷𝑓.𝑔。若

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

 𝑔(𝑥) = 𝑢0，而函数𝑦 = 𝑓(𝑢) 在 𝑢 = 𝑢0连续，则 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

 𝑓[𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑢→𝑢0

 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑢0)。 

定理 3：设函数𝑦 = 𝑓[𝑔(𝑥)]是由函数𝑢 = 𝑔(𝑥)与函数𝑦 = 𝑓(𝑢)复合而成，𝑈
∘

(𝑥0) ⊂ 𝐷𝑓.𝑔。若函数

𝑢 = 𝑔(𝑥)在𝑥 = 𝑥0连续,且𝑔(𝑥0) = 𝑢0，而函数𝑦 = 𝑓(𝑢)在𝑢 = 𝑢0连续，则复合函数𝑦 = 𝑓[𝑔(𝑥)]在

𝑥 = 𝑥0也连续。 

 

考点 32：初等函数的连续性 

定理：基本初等函数在它们的定义域内都是连续的；一切初等函数在其定义区间内都是连续的。 

补充：包含在定义域内的区间称为定义区间。 

 

考点 33：最大值和最小值 

定义：对于在区间𝐼上有定义的函数𝑓(𝑥)，如果有𝑥0 ∈ 𝐼 ，使得对于任一𝑥 ∈ 𝐼都有𝑓(𝑥) ⩽

𝑓(𝑥0)(𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥0))，那么称𝑓(𝑥0)是函数𝑓(𝑥)在区间𝐼上的最大值(最小值)。 

 

考点 34：有界性 

定义：如果函数𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，那么存在常数𝑀 > 0，使得对任一𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]，满足

|𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑀。 
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考点 35：最大值最小值 

定义：如果函数𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，至少有一点𝜉1，使𝑓(𝜉1) 是 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏]上的最小

值；又至少有一点𝜉2，使𝑓(𝜉2) 是 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏]上的最大值。 

 

考点 36：零点定理 

定义：设函数𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，且𝑓(𝑎)与𝑓(𝑏)异号(即𝑓(𝑎) ⋅ 𝑓(𝑏) < 0)，则在开区间

(𝑎, 𝑏)内至少有一点𝜉，使𝑓(𝜉) = 0。 

 

考点 37：介值定理 

定义：设函数𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，且在这区间的端点取不同的函数值𝑓(𝑎) = 𝐴 及 𝑓(𝑏) =

𝐵，则对于𝐴与𝐵之间的任意一个数𝐶，在开区间(𝑎, 𝑏)内至少有一点𝜉，使得𝑓(𝜉) = 𝐶(𝑎 < 𝜉 < 𝑏)。 

补充：在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续的函数𝑓(𝑥)的值域为闭区间[𝑚, 𝑀]，其中𝑚与𝑀依次为𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上

的最小值与最大值。 

 

考点 38：一致连续性 

定义：设函数𝑓(𝑥)在区间 𝐼上有定义。如果对于任意给定的正数𝜀，总存在正数𝛿,使得对于区间𝐼上

的任意两点𝑥1, 𝑥2， 当 |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿时，有|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜀，那么称函数𝑓(𝑥)在区间𝐼上一致连

续。 

补充：如果函数𝑓(𝑥)在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续，那么它在该区间上一致连续。 
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第二章 导学与微分 

考点 1：导数 

定义：设函数𝑦= 𝑓(𝑥)在点𝑥0的某个邻域内有定义，当自变量𝑥在𝑥0处取得增量Δ𝑥 (点𝑥0 + Δ𝑥 仍在

该邻域内)时，相应地，因变量取得增量Δ𝑦 = 𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0)；如果Δ𝑦 与 Δ𝑥之比当 Δ𝑥 → 0时

的极限存在，那么称函数𝑦= 𝑓(𝑥)在点𝑥0处可导，并称这个极限为函数 𝑦= 𝑓(𝑥)在点𝑥0处的导数，

记为𝑓′(𝑥0)，即𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
Δ𝑥→0

 
Δ𝑦

Δ𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

Δ𝑥→0
 
𝑓(𝑥0+Δ𝑥)−𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
，也可记作𝑦′|𝑥=𝑥0

,
d𝑦

d𝑥
|

𝑥=𝑥0

 或 
d𝑓(𝑥)

d𝑥
|

𝑥=𝑥0

。 

 

考点 2：导数公式 

（1）(𝐶)′ = 0； 

（2）(𝑥𝑛)′ = {
1,     𝑛 = 1

𝑛𝑥𝑛−1,     𝑛 > 1
； 

（3）(𝑥𝜇)′ = 𝜇𝑥𝜇−1； 

（4）(sin 𝑥)′ = cos 𝑥； 

            (cos 𝑥)′ = −sin 𝑥； 

（5）(tan 𝑥)′ = sec2 𝑥； 

            (cot 𝑥)′ = −csc2 𝑥； 

（6）(sec 𝑥)′ = sec 𝑥tan 𝑥； 

            (csc 𝑥)′ = −csc 𝑥cot 𝑥； 

（7）(𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥 ln 𝑎； 

            (e𝑥)′ = e𝑥； 

（8）(log𝑎 𝑥)′ =
1

𝑥ln 𝑎
； 

            (ln 𝑥)′ =
1

𝑥
； 

（9）(arcsin 𝑥)′ =
1

√1−𝑥2
； 

            (arccos 𝑥)′ = −
1

√1−𝑥2
； 

（10）(arctan 𝑥)′ =
1

1+𝑥2； 

            (arccot 𝑥)′ = −
1

1+𝑥2。 
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考点 3：单侧导数 

定义：根据函数𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处的导数 𝑓′(𝑥0) 的定义，导数𝑓′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

 
𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

ℎ
是一个极限，

而极限存在的充分必要条件是左、右极限都存在且相等，因此𝑓′(𝑥0)存在即𝑓(𝑥)在点𝑥0处可导的

充分必要条件是左、右极限 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0−

 
𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

ℎ
 及 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0+
 
𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

ℎ
都存在且相等。这两个极限分别

称为函数𝑓(𝑥)在点𝑥0处的左导数和右导数，记作𝑓−
′(𝑥0) 及 𝑓+

′(𝑥0)，即𝑓−
′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0−
 
𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

ℎ
，

𝑓+
′(𝑥0) = 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0+
 
𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

ℎ
。左导数和右导数统称为单侧导数。 

补充 1：函数𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处可导的充分必要条件是左导𝑓−
′(𝑥0)和右导数𝑓+

′(𝑥0)都存在且相等。 

补充 2：如果函数𝑓(𝑥)在开区间(𝑎, 𝑏)内可导，且𝑓+
′ (𝑎) 及 𝑓−

′(𝑏)都存在，那么就说𝑓(𝑥)在闭区间

[𝑎, 𝑏]上可导。 

 

考点 4：导数的几何意义 

定义：数𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝑥0处的导数𝑓′(𝑥0)在几何上表示曲线𝑦 = 𝑓(𝑥) 在点 𝑀(𝑥0, 𝑓(𝑥0))处的切线的

斜率，即𝑓′(𝑥0) = tan 𝛼，其中𝛼是切线的倾角。 

 

考点 5：函数可导性与连续性的关系 

定理 1：如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝑥0处可导，那么函数在该点必连续； 

定理 2：一个函数在某点连续，但不一定在该点可导。 

 

考点 6：函数的和、差、积、商的求导法则 

定理：如果函数𝑢 = 𝑢(𝑥) 及 𝑣 = 𝑣(𝑥)都在点𝑥具有导数，那么它们的和、差、积、商(除分母为零

的点外)都在点𝑥具有导数，且 

（1）[𝑢(𝑥) ± 𝑣(𝑥)]′ = 𝑢′(𝑥) ± 𝑣′(𝑥)； 

（2）[𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]′ = 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥) + 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)； 

（3）[
𝑢(𝑥)

𝑣(𝑥)
]

′
=

𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)−𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)

𝑣2(𝑥)
(𝑣(𝑥) ≠ 0)。 

 

考点 7：反函数的求导法则 

定理：如果函数𝑥 = 𝑓(𝑦)在区间𝐼𝑦内单调、可导且𝑓′(𝑦) ≠ 0，那么它的反函数𝑦 = 𝑓−1(𝑥)在区间

𝐼𝑥 = {𝑥 ∣ 𝑥 = 𝑓(𝑦), 𝑦 ∈ 𝐼𝑦}内也可导，且[𝑓−1(𝑥)]′ =
1

𝑓′(𝑦)
 或 

d𝑦

d𝑥
=

1
d𝑥

d𝑦

。 
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考点 8：复合函数求导法则 

定理：如果𝑢 = 𝑔(𝑥)在点𝑥处可导，而𝑦 = 𝑓(𝑢) 在点 𝑢 = 𝑔(𝑥)处可导，那么复合函数𝑦 = 𝑓[𝑔(𝑥)]

在点𝑥处可导，且其导数为
d𝑦

d𝑥
= 𝑓′(𝑢) ⋅ 𝑔′(𝑥) 或 

d𝑦

d𝑥
=

d𝑦

d𝑢
⋅

d𝑢

d𝑥
。 

 

 

考点 9：高阶导数 

定义：.如果函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝑥处具有阶导数，那么𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝑥的某一邻域内必定具有一切低

于𝑛阶的导数。二阶及二阶以上的导数统称高阶导数。 

 

考点 10：莱布尼兹公式 

定义：(𝑢𝑣)(𝑛) = ∑  𝑛
𝑘=0 C𝑛

𝑘𝑢(𝑛−𝑘)𝑣(𝑘) 

 

考点 11：参数方程 

定义：如{
𝑥 = 𝜑(𝑡)
𝑦 = 𝜓(𝑡)

中，𝑥, 𝑦 都与 𝑡 存在函数关系，这个方程称作𝑥，𝑦关于𝑡的参数方程。如果把对

应于同一个 𝑡 值的 𝑦 与 𝑥 的值看做是对应的，能得到𝑦与𝑥之间的函数关系，则称此函数关系所表

达的函数为由参数方程所确定的函数。 

 

考点 12：参数方程导数公式 

定义：对于一个参数方程{
𝑥 = 𝜑(𝑡)
𝑦 = 𝜓(𝑡)

，其所确定的对于 x 的导数公式为
d𝑦

d𝑥
=

d𝑦

d𝑡
⋅

d𝑡

d𝑥
=

d𝑦

d𝑡
⋅

1
d𝑥

d𝑡

=
𝜓′(𝑡)

𝜑′(𝑡)
，

即
d𝑦

d𝑥
=

𝜓′(𝑡)

𝜑′(𝑡)
，也可写作

d𝑦

d𝑥
=

d𝑦

d𝑡
d𝑥

d𝑡

。 

 

考点 13：相关变化率 

定义：设𝑥 = 𝑥(𝑡) 及 𝑦 = 𝑦(𝑡)都是可导函数，而变量 x 与 y 间存在某种关系，从而变化率
d𝑥

d𝑡
 与 

d𝑦

d𝑡

中间也存在一定关系，这两个相互依赖的变化率称为相关变化率。 

 

考点 14：微分 

定义：设函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在某区间内有定义，𝑥0 及 𝑥0 + Δ𝑥在这区间内，如果函数的增量Δ𝑦 =

𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0)可表示为Δ𝑦 = 𝐴Δ𝑥 + 𝑜(Δ𝑥)，其中 𝐴是不依赖于 Δ𝑥的常数，那么称函数𝑦 =

𝑓(𝑥)在点𝑥0是可微的，而𝐴Δ𝑥 叫做函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在点𝑥0相应于自变量增量 Δ𝑥的微分，记作 d𝑦，

即d𝑦 = 𝐴Δ𝑥。 

补充：在𝑓′(𝑥0) ≠ 0的条件下，以微分 d𝑦 = 𝑓′(𝑥0)Δ𝑥 近似代替增量Δ𝑦 = 𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0)时，

其误差为𝑜(d𝑦)。因此，在|Δ𝑥|很小时，有近似等式Δ𝑦 ≈ d𝑦。 
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考点 15：基本初等函数的微分公式 

d(𝑥𝜇) = 𝜇𝑥𝜇−1d𝑥(𝜇 是任意常数 )

d(sin 𝑥) = cos 𝑥d𝑥
d(cos 𝑥) = −sin 𝑥d𝑥

d(tan 𝑥) = sec2 𝑥d𝑥

d(cot 𝑥) = −csc2 𝑥d𝑥
d(sec 𝑥) = sec 𝑥tan 𝑥d𝑥
d(csc 𝑥) = −csc 𝑥cot 𝑥d𝑥

d(𝑎𝑥) = 𝑎𝑥ln 𝑎d𝑥(𝑎 > 0 且 𝑎 ≠ 1)

d(e𝑥) = e𝑥d𝑥

 

d(log𝑎 𝑥) =
1

𝑥ln 𝑎
d𝑥(𝑎 > 0 且 𝑎 ≠ 1)

d(ln 𝑥) =
1

𝑥
d𝑥

d(arcsin 𝑥) =
1

√1 − 𝑥2
d𝑥

d(arccos 𝑥) = −
1

√1 − 𝑥2
d𝑥

d(arctan 𝑥) =
1

1 + 𝑥2
d𝑥

d(arccot 𝑥) = −
1

1 + 𝑥2
d𝑥

 

 

考点 16：函数和、差、积、商的微分法则 

d(𝑢 ± 𝑣) = d𝑢 ± d𝑣

d(𝐶𝑢) = 𝐶d𝑢(𝐶 是常数) 

d(𝑢𝑣) = 𝑣d𝑢 + 𝑢d𝑣

d (
𝑢

𝑣
) =

𝑣d𝑢 − 𝑢d𝑣

𝑣2
(𝑣 ≠ 0)

 

 

考点 17：复合函数的微分法则 

定 理：设  𝑦 = 𝑓(𝑢) 及 𝑢 = 𝑔(𝑥) 都可导，则复合函数 𝑦 = 𝑓[𝑔(𝑥)] 的微分为 d𝑦 = 𝑦𝑥
′d𝑥 =

𝑓′(𝑢)𝑔′(𝑥)d𝑥。也可写成d𝑦 = 𝑓′(𝑢)d𝑢 或 d𝑦 = 𝑦𝑢
′ d𝑢。 
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第三章 微分中值定理与导数的应用 

考点 1：费马引理 

定义：设函数𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 的某邻域 𝑈(𝑥0)内有定义，并且在𝑥处可导，如果对任意的𝑥 ∈ 𝑈(𝑥0)，

有𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥0) ( 或 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥0))，那么 𝑓′(𝑥0) = 0。 

 

考点 2：罗尔定理 

定义：如果函数𝑓(𝑥)满足 

（1）在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续； 

（2）在开区间(𝑎, 𝑏)内可导； 

（3）在区间端点处的函数值相等，即𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)， 

那么在(𝑎, 𝑏)内至少有一点𝜉(𝑎 < 𝜉 < 𝑏)，使得𝑓′(𝜉) = 0。 

 

考点 3：拉格朗日中值定理 

定义：如果函数𝑓(𝑥)满足 

（1）在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续； 

（2）在开区间(𝑎, 𝑏)内可导， 

那么在(𝑎, 𝑏) 内至少有一点 𝜉(𝑎 < 𝜉 < 𝑏)，使等式𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝜉)(𝑏 − 𝑎)成立。 

补充：如果函数𝑓(𝑥)在区间𝐼上连续，𝐼内可导且导数恒为零，那么𝑓(𝑥)在区间𝐼上是一个常数。 

 

考点 4：柯西中值定理 

定义：如果函数𝑓(𝑥) 及 𝐹(𝑥)满足 

（1）在闭区间[𝑎, 𝑏]上连续； 

（2）在开区间(𝑎, 𝑏)内可导； 

（3）对任一𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)，𝐹′(𝑥) ≠ 0， 

那么在(𝑎, 𝑏)内至少有一点𝜉，使等式
𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝐹(𝑏)−𝐹(𝑎)
=

𝑓′(𝜉)

𝐹′(𝜉)
成立。 
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考点 5：洛必达法则 

定义：设 

（1）当𝑥 → 𝑎 时, 函数 𝑓(𝑥) 及 𝐹(𝑥) 都趋于零； 

（2）在点𝑎 的某去心邻域内， 𝑓′(𝑥) 及 𝐹′(𝑥) 都存在且 𝐹′(𝑥) ≠ 0； 

（3）𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

 
𝑓′(𝑥)

𝐹′(𝑥)
 存在(或为无穷大)， 

则𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

 
𝑓(𝑥)

𝐹(𝑥)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
 
𝑓′(𝑥)

𝐹′(𝑥)
。 

这种在一定条件下通过分子、分母分别求导再求极限来确定未定式的值的方法称为洛必达法则。 

 

补充：设 

（1） 当𝑥 → ∞ 时, 函数 𝑓(𝑥) 及 𝐹(𝑥) 都趋于零； 

（2） 当|𝑥| > 𝑁 时 𝑓′(𝑥) 与 𝐹′(𝑥) 都存在, 且 𝐹′(𝑥) ≠ 0； 

（3） 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

 
𝑓′(𝑥)

𝐹′(𝑥)
 存在(或为无穷大) 

则 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

 
𝑓(𝑥)

𝐹(𝑥)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞
 
𝑓′(𝑥)

𝐹′(𝑥)
。 

 

考点 6：带有佩亚诺余项的𝒏阶泰勒公式 

定义：如果函数𝑓(𝑥) 在 𝑥0处具有 n 阶导数，那么存在𝑥0的一个邻域，对于该邻域内的任一𝑥，有

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) +
𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 + 𝑅𝑛(𝑥) ， 其 中 𝑅𝑛(𝑥) =

𝑜((𝑥 − 𝑥0)𝑛)。 

 

考点 7：带有拉格朗日余项的𝒏阶泰勒公式 

定义：如果函数𝑓(𝑥) 在 𝑥0 的某个邻域 𝑈(𝑥0) 内具有 𝑛 + 1阶导数，那么对任一𝑥 ∈ 𝑈(𝑥0)，有

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) +
𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ + 

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 + 𝑅𝑛(𝑥) ，其中 𝑅𝑛(𝑥) =

𝑓(𝑛+1)(𝜉)

(𝑛+1)!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1，这里𝜉 是 𝑥0 与 𝑥 之间的某个值。 

 

考点 8：函数单调性的判定法 

定理：设函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上连续，在 (𝑎, 𝑏) 内可导。 

（1） 如果在(𝑎, 𝑏) 内 𝑓′(𝑥) ⩾ 0，且等号仅在有限多个点处成立，那么函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上单

调增加； 

（2） 如果在(𝑎, 𝑏) 内 𝑓′(𝑥) ⩽ 0，且等号仅在有限多个点处成立，那么函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上单

调减少。 
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考点 9：曲线的凹凸性 

定义：设𝑓(𝑥) 在区间 𝐼 上连续， 如果对 𝐼 上任意两点 𝑥1, 𝑥2恒有𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) <

𝑓(𝑥1)+𝑓(𝑥2)

2
，那么称

𝑓(𝑥) 在 𝐼 上的图形是 (向上) 凹的(或凹弧)；如果恒有𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) >

𝑓(𝑥1)+𝑓(𝑥2)

2
， 那 么 称 𝑓(𝑥) 在

𝐼 上的图形是(向上)凸的(或凸弧)。 

 

考点 10：拐点及其求解方法 

定义：设𝑦 = 𝑓(𝑥) 在区间 𝐼 上连续， 𝑥0 是 𝐼内的点。如果曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)在经过点(𝑥0，𝑓(𝑥0))时，

曲线的凹凸性改变了，那么就称点(𝑥0, 𝑓(𝑥0))为这曲线的拐点。 

解法： 

（1）求 𝑓′′(𝑥)； 

（2）令 𝑓′′(𝑥) = 0，解出这方程在区间 𝐼 内的实根，并求出在区间 𝐼 内 𝑓′′(𝑥)不存在的点； 

（3）对于(2)中求出的每一个实根或二阶导数不存在的点𝑥0， 检查 𝑓′′(𝑥) 在 𝑥0左右两侧邻近的符

号，那么当两侧的符号相反时，点(𝑥0, 𝑓(𝑥0))是拐点，当两侧的符号相同时，点(𝑥0, 𝑓(𝑥0))不是拐

点。 

 

考点 11：曲线凹凸性的判定 

定理：设𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上连续，在 (𝑎, 𝑏) 内具有一阶和二阶导数，那么 

（1） 若在(𝑎, 𝑏) 内 𝑓′′(𝑥) > 0, 则 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上的图形是凹的； 

（2） 若在(𝑎, 𝑏) 内 𝑓′′(𝑥) < 0, 则 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上的图形是凸的。 

 

考点 12：函数的极值 

定义：设函数𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 的某邻域 𝑈(𝑥0) 内有定义，如果对于去心邻域 𝑈(𝑥0) 内的任一𝑥，有

𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) ( 或 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0))，那么就称𝑓(𝑥0) 是函数 𝑓(𝑥) 的一个极大值(或极小傎)。函数的

极大值与极小值统称为函数的极值，使函数取得极值的点称为极值点。 

 

考点 13：函数取得极值的必要条件 

定理：设函数𝑓(𝑥) 在 𝑥0 处可导，且在 𝑥0 处取得极值，则 𝑓′(𝑥0) = 0。 

 

考点 14：函数取得极值的第一充分条件 

定理：设函数𝑓(𝑥) 在 𝑥0 处连续，且在 𝑥0 的某去心邻域 𝑈(𝑥0, 𝛿)内可导。 

（1） 若𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) 时，𝑓′(𝑥) > 0，而 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) 时， 𝑓′(𝑥) < 0, 则 𝑓(𝑥) 在 𝑥0处取得

极大值。 
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（2） 若 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) 时， 𝑓′(𝑥) < 0，而 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿) 时， 𝑓′(𝑥) > 0, 则 𝑓(𝑥) 在 𝑥0 处 取

得极小值。 

（3） 若 𝑥 ∈ 𝑈̇(𝑥0, 𝛿) 时， 𝑓′(𝑥) 的符号保持不变， 则 𝑓(𝑥) 在 𝑥0 处没有极值。 

 

考点 15：函数取得极值的第二充分条件 

定理：设函数𝑓(𝑥) 在 𝑥0 处具有二阶导数且 𝑓′(𝑥0) = 0，𝑓′′(𝑥0) ≠ 0，则 

（1） 当 𝑓′′(𝑥0) < 0 时, 函数 𝑓(𝑥) 在 𝑥0 处取得极大值； 

（2） 当 𝑓′′(𝑥0) > 0 时, 函数 𝑓(𝑥) 在 𝑥0 处取得极小值。 

 

考点 16：求解函数最大值最小值 

求法：(1)求出𝑓(𝑥) 在 (𝑎, 𝑏)内的驻点及不可导点； 

(2)计算𝑓(𝑥)在上述驻点、不可导点处的函数值及𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)； 

(3)比较(2)中诸值的大小，其中最大的便是𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏]上的最大值，最小的便是𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏]上

的最小值。 

 

考点 17：曲率的表达式 

定义：𝐾 =
|𝑦′′|

(1+𝑦′2)3/2 

补充：在参数方程{
𝑥 = 𝜑(𝑡)
𝑦 = 𝜓(𝑡)

下，曲率的表达式为𝐾 =
|𝜑′(𝑡)𝜓′′(𝑡)−𝜑′′(𝑡)𝜓′(𝑡)|

[𝜑′2(𝑡)+𝜓′2(𝑡)]3/2 。 

 

考点 18：曲率圆与曲率半径 

定义：设曲线𝑦 = 𝑓(𝑥) 在点 𝑀(𝑥, 𝑦) 处的曲率为 𝐾(𝐾 ≠ 0)。在点 M处的曲线的法线上，在凹的一

侧取一点 𝐷，使|𝐷𝑀| =
1

𝐾
= 𝜌。以𝐷为圆心，𝜌为半径作圆，这个圆叫做曲线在点𝑀处的曲率圆，

曲率圆的圆心𝐷叫做曲线在点𝑀处的曲率中心，曲率圆的半径𝜌叫做曲线在点𝑀处的曲率半径。 

补充：曲线上一点处的曲率半径与曲线在该点处的曲率互为倒数，𝜌 =
1

𝐾
，𝐾 =

1

𝜌
。 
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